FEUILLE D'EXERCICES

cosfd -sind O
EX 1 : Montrer sans calcul que la matride=| siné cosf¢ 0| estinversible et calculer son inverse .
0 0 1

EX 2 : Pourx=(x,,X,,%)0R® et y=(y,,¥,,Y,)OR?, on pose

P Y)=2XY, + XY, + 2XY .+ XY+ XY,
1) Exprimed(x, y) en fonction des matrices colonnégtY associées aety .

2 ) Montrer ( rapidement )q@e est un produit scalaire siR®.

3) A l'aide de la base canoniddigle R® , déterminer a I'aide du procédé de Schmidt waseb
orthonormée dR® pour ¢ .

EX 3**: M,[R] estmuni du produit scalaire défini pad, B) = tr( A tB) ( déja étudié...).

n n
1) Montrer que la norme associéeyl , vérifie : VA = (o, )., € M,(R), [AF =" a’,
 igjen i=1j=1

2 ) Etablirque : VA € M, (R), |trA| < 7| A| (on pourra remarquer que= | x Aet appliquer

I'inégalité de Cauchy Schwarz )
3) Montrer queS,(R) et A (R) sont supplémentaires orthogonaux .

n n 1 n n

i = ;g )1<is<n . 1 P T 2:_ _2.
4) Soit A = (a; ;)<< . Montrer queMrerlslﬂ?R)igl j§1(aw m; ;) 451 j{:l(aw a;;)

1<j<n

EX 4 : On pose pour tout couplé’(, B ) de polyné6mes dézg[x].
(A,B)=AM)BM)+A 1) B 1)+ A" (1) B"(1)+A" () B"(1)
1) Prouver que 'applicatior(A,B) I? - <A, B> définit un produit scalaire sung[X] .
On notera ||N|=m :
2 ) On considere iﬁz[x] comme un sous espace vectorielRig{X] :
Déterminer a l'aide de la base canoniqueRgl{aX] et du procédé de Schmidt une

base orthonormée Eg[x] pour le produit scalair(e, >
Vérifier que le polyn(“)meé(x3 —-3X? +3X -1) appartient au sous esp@ég[x]] “de RS[X].

3 ) Prouver 'existence et 'unicitéd polyn6mePR, de RZ[X] minimisant
HXS—PH lorsqueP décritR,[X] . DéterminerP, et HX3—POH :

EX5: Onpose poufx,y)OR?, f(x,y)=(X+y-17+ (X-y+1f+ k- 1y
Montrer par deux méthodes que fetdm minimum que l'on déterminera

EX 6: Soituun vecteur non nul d’'un espace euclidien
Montrer en considérant une projectahogonale que pour tout vectexirl E ,

(xu)°

Jul”

Application : détermineminj' et (295 - at) %t
alR 0

. 2 2
min|x—au" =[x -
R

(on pourra considérer le produitiaica surR [ X] : (P,Q)= J'Om e"'P(t)Q(t)dt )



EX 7*** . Soit E un espace euclidien de dimensionSoitu un endomorphisme de .
Soif la matrice der dans une base orthonorméig,e, ,...,€,) deE.

| ) On supppose quelxOE u(x)0Ox . (1)

1) Montrer quél x,yOE (u(x)|y)==(x|u(y)) (2)
(on pourra remplaggrarx+ y dans (1) )

2 ) En déduire gieest antisymétrique .
(on pourra remplaggrare et y par €; dans (2) )

3 ) Démontrer qumu et Keru sont supplémentaires orthogonaux .

4 ) Quelles sont les valeurs pesppossibles de ? u est-il diagonalisable ?

[I') On suppose quk est antisymétrique. Montrer quexE u(x)Ox .

EX 8 : SoitE un espace eulidien €¢,e,,...,6, ) une famille den vecteurs unitaires detels que

OxOE |} => (x,e)’ (1)
i=1
Démontrer que(e,e,,...,&, )est une base orthonorméekie

(‘on pourra remplacepar e, dans la relation (1) ) .



