FRUWE D'EXERCICES

EX 0 : Revoir le cours

EX 1 : Soitf 'endomorphisme d'un espace vectoriel E de base, ,e;)  définie par :
1 1
fe)=5(a-et+e) . fle)=e, . Tle)=7 (e re)

Déterminerfof . En déduire quéest un projecteur dont on déterminera les éléments
caractéristiques . Etablir sans caduud f est diagonalisable .

EX 2 : Déterminer le spectre et les vecteurs propresnddsce suivantes et préciser si elles sont

110 110 1+m 1 0
diagonalisables 1A={0 1 0|. 2)B=/0 0 0] 3)C=f 0 m O oumOR
0 0 2 01 2 0O 1 2+m
-3 5 2
EX3:Soit A=|-1 3 2
2 -10 -6

1) Vérifier quéA+21)°=0.
2 ) En déduire les valeurs progles . A est elle diagonalisable dais, [C] ?

EX 4 : On considére I'endomorphisrhde R,[ X] dont la matrice dans la base canoni¢ieX , X?*)
0O 2 4
estA=(-1 3 2
-1 1 4
1) Déterminer les images des polynéPed+ X , Q=2+ X?> |, R=2+ X+ X? parf .
2 ) Déterminer les valeurs propregstvecteurs propres fe

puis les valeurs propres evlaseurs propres d&.
3) Prouver gqueest diagonalisable . Calculst en fonction den (nON) .

4 ) Déterminer les valeurs propres et les vectetogres de3 f +2IdR2[X] .

2 -1 -1 2
EX 5 : Soit la matrice A= _02 (1) (1) i et f,’endomorphisme d&* canoniquement associé\a
4 -2 -2 0

Vérifier que -1, 0, 4 sont des uadepropres dé . f,est elle diagonalisable ?

EX 6 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie ah endomorphisme de E tel gsfe= 1d .
1) Montrer que sl est une valeur propre de, alorsA®=1 .
2 ) On posé&, =Ker (s—1d) et F,=Ker (s+1d) .
Montrer quélxOE, s(x)+xOF, et s(x)—xOF, .
En déduire gug et F, sont supplémentaires dags.
3)On supposs#ld etsz-1d.

Etablir I'existence d’'une base Hedans laquelle la matrice deest diagonale .
En déduire les valeurs propres®ttxrteurs propres ge

4 ) Prouver qup:%(s+ Id) est le projecteur suf, de directionF, .



.2m

EX 7:0nnotej le nombre complexe égalei® .
Rappeler la forme algébrique deet les valeurs dg® et del+ j + j°.

1 j j? 010
On note A la matrice deM ,[C] égale & j> 1 |. SoitJ={0 0 1
P21 100

1) Calculerd? puis J® . En déduireJ* (KON )

2 ) En déduire que 8iest valeur propre dé , alorsA*=1.

3 ) Démontrer qukest diagonalisable dani! 3[C] et diagonalised .

4 ) ExprimeA en fonction des puissances dle

5) En déduire qukest diagonalisable dams,[C] et diagonaliseA .

EX 8 : Soit une matricé de Mn[K] possédant une unique valeur proptelansk .

Montrer qué est diagonalisable dag, [K] si et seulement sh=A 1, .
En déduire queAiest non nulle et nilpotente , elle n'est pas diatisable .

EX 9 : Soit f un endomorphisme d'un espace vectdiesurR de dimension 3 . SoB une base de E .
On suppose queadmet 3 valeurs propresstinctes A, , A, , ;.
Soitg un endomorphisme dé tel que fog = gof .
a ) Montrer que les vecteurs pespte f sont aussi vecteurs propres gle
b ) En déduire gue est diagonalisable .

EX 10 : Soit f un endomorphisme d’'une espace vectofele dimension finie .
Montrer quef est un projecteur si et seulementfsest diagonalisable &p(f) D{O,]} .

EX 11 : Montrer que toute matrice dd n[C] admet au moins une valedJC .

EX 12 : Soit AOM [C] . On poseSp(f) ={)Il,)lz,...,/1p} et pour touti O[[1,p] |, n = dim(EAi) .

P
Montrer quer(A)=>'n 4 .
i=1
EX 13 : Soit f un endomorphisme d’'une espace vectoele dimension finie .
Montrer quemgm E, OIm f . En déduire que $idiagonalisable alots f et Kerf sont supplémentaires.

A#£0

EX 14 : Soit f un endomorphisme diagonalisable d’'une espace velctode dimension finie .
OnnoteE, , E, ,..... ,EAP ses sous espaces propreggde projecteur suig, de direction

EX 15 : SoitA une matrice deMn[K] et f un endomorphisme d'un espace vectdtide dimensiom

dont la matrice relativement a uneeldeE est A .
Enoncer au moins 12 propositions éajaives a la proposition :A'EST INVERSIBLE " .



