FEUILLE D'EXERCICES ECS 2

EX 1 : Pour toutx = (%, X,, X)) JR® on pose q(X)=2x"+X,” +X,_+ 2X)X, .
1) Donner un produit scalaigesur R® tel queOxOR? , ¢(x,X)=q(X).
Pour vérifier rapidement la biliné&, on pourra mettrg(x, y) sous la forme XAY

olA est une matrice carrée réelle symétrique d'orcieX3tY désignent les matrices colonnes
de coordonnéesxet dey dans la base canonique Bé.

2 ) Déduire du 1) quex, X,,Xs, Y., Y., Y, étant des réels quelconques,
(2XY1 XY+ XY o+ XY Xy ) S (2% %"+ X7+ 2XX;) (29" +Y, + Y, +2Yyy,)

EX 2 *** : Trois produits scalaires classiques dansRn[X] :

1) Soit X,,%,....X, , N+1 réels distincts . On posd_j(X):ﬂ i(_);k pour 0<j<n
=0 i M
K#j

( poimes de Lagrange )
1) Montrer que I'applicatioR, [ X|xR,[X] O G- R est un produit scalaire Byf X] .

(P.Q)0 2 3 P(x)Q%,)
On notera alor$(P,Q)= (P,Q) .

2 ) Montrer que(L,,L,,...,L,,) est une base orthonormée p;[x] pour ce produit scalaire.

I1) Soit l'application R,[X]xR,[X]D G- R
PQ)IC- [ P(X)Q(Xdx
1) Montrer que est un produit scalaire s®,[ X] . On notera alorsp(P,Q)=(P,Q).

2) On poseR, (X) =(X*-1) et L (X)=R"(X) ( polyndmes de Legendre ) .
Montrer quéL,,L,,.....L, ) est une base orthogonale Eﬁ[x] pour ¢ .
Expliquer comment on peut en déduire base orthonormée aq[x] .

[11) 1) Justifier I'existence et rappeler la valeut'idégrale improprej;w x"'e *dx .

En déduire la convergence de I’intl'ﬂgjd};éoo P(t)e™'dt pour toutP e R[X] .

2 ) Démontrer que l'applicati@®, Q) — J':o P(t)Q(t)e 'dt est un produit scalaire s&Rn[X] .
On notera alors$(P,Q) = (P,Q) .Déterminer<xp,x“> et”Xp” ol p,qON .

3) Déterminer une base orthonormé(ngX] pour ce produit scalaire .
(les polynbmes de cette base sl@pgolyndomes de Laguerre )



EX 3 **= : Le produit scalaire canonique surM ,[R] .

On pose pouA=(a,) (M (K) , tr (A):Zn:an
i=1

1) (Re)démontrer les propriétés :
OA,BOM (K) , OAOK tr(A+B)=tr(A)+tr(B) , tr(AA)=Atr (A) , tr (AB)=tr (BA) .

2) Montrer que pouA = (3, )., OM,[R] et B=()cy OM,[R] , tr(AtB): Zn:a,.jhj :

n
I<j<n I<j<n i=1 j=1

3) Démontrer que I'applicatiof?\, B) — tr (A'B) est un produit scalaire s, [R], noté(, ) .
a ) Définir la norme euclidienne associéeé&eimminer une base orthonormée simple dans le s&&
b) Expliquer pourquoi on I'appelle le prods@alaire canonique suu n[R] .

4) Justifier que pour toubOM ,[R] et BOM,[R] , (‘A,B)=( A,'B)

EX 4 ****. R" est muni de son produit scalaire canonic(ue > .
SoifA une matrice dév n[R] . Soit f I'endomorphisme canoniquement assodfe a
ey I'endomorphisme canoniqguement associéa

1) Montrer quélx, yOR" ,<g(y),x> = <y, f(x)) puis<(gof(x),x> = ||f(x)||2 .

2 ) Montrer quélx, yOR" ,<gof (y),x) = <y,gof () .



