FEUILLED'’EXERCICES ECS 2

EX 1: Xdésigne une variable aléatoire discréte a vslpositives .
On supposeraxX(Q) ON . PourkON , on posep, = P(X=K) .
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On appelle fonction génératrice assoaiée la fonction

On noterd; I'ensemble de définition d&, .
1 )Determination de G, dans des cas particuliers .
a ) Détermings, dans le cas oX suit la loi uniforme su{0,1,2,...n— }. (nON").

b ) Déterminer la fonction génératrid'une variable de Bernoulli de parametre
c ) Déterminer la fonction génératritune variable aléatoire suivant une loi
binomiale de parametnestp.

d ) Montrer que Xisuit la loi géométrique de paramétre
11 pt .
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e ) Montrer que Xisuit la loi de Poisson de paramétrdd, =R et OtOD, , G, (t)=¢€'"™".

2 )Cas général
a) Montrer qug¢-1,1 0 D, Quelle est la valeur d&, (1)?

b) Montrerqbl@ ()= E(tx)

c) SoiX etY deux variables discrétes a valeurs entiéres pesitindépendantes .
A l'aide du 2) b) , montrer dadonction génératrice dét+Y est le produit des
fonctions génératrices)daat dev.
Généraliser par récurrence celtasan variables discretes a valeurs entieres positives
mutuellement indépendantes

d ) Retrouver alors le résultat du 1 ¢pide du 1 )b) .

EX 2 : On considere une piéce truguée et on nopdaprobabilité d’obtenir pile < p< 1.
On effectue une premiére série dedenisqu'a obtenir pour la premiere fois pile .
On not&l la variable aléatoire égale au nombre de lanué&rsssaires .
On relance alors la piece un nombréoeégal au nombre de lancers effectués loraide |
premiere série et on netée nombre de piles obtenus au cours de cettendes®rie de lancers.

1) SoinON". Quelle est la loi conditionnelle ¢ sachantN =n) ?

2 ) Al'aide de la formule de I'éspnce totale, déterminer , si elle existe 'espée deX .

3 ) Déterminer la loi du coupld (X) . En déduire la loi dX .



PROBLEME
n désigne un entier naturel non nultun entier supérieur ou égal a 2 .

Un immeuble dep étages est équipé d’'un ascenseur .
n personnes montent dans l'ascenseur au rez desgeaus
Chaque personne choisit son étage d'arrivée auchada facon équiprobable .

Le choix de chaque personne est indépendant dx dbs autres passagers.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre d'arrétsadeenseur.

Partie |
Pourl<i< p, on noteY, la variable aléatoire prenant la valeur 1 si kas®eur s’arréte au
la valeur O sinon.

iéme

étage et

1)a)Pour ¥i<p etl<k<n, quelle est la probabilité que ke“™ passager descende ali™ étage ?

b ) En déduird>(Y =0) =(1—l) puis déterminer la loi de la variab¥e, son espérance et sa
p

variance .

c ) Justifier qué( X, =1)= 1

n-1

2) a) Justifier I'égalité X =Y, + Y, +...+ Y. En déduire qué(X) = p[l—(l—lj ]
p

b) Pouri, j) O [[1, p]]* tels quei # j , justifier queP((Y =0) n (Y =0)) =(1—%j .

n 2n
Déterminer alorE’((\( =0)0 (Y = 0)) puis prouver queov(Y,,Y )= (1—%} —[ 1——3 .

c ) Calculer enfitv (X,,) .

3) On poseR, = p- X,.
a ) Interpréter concretement la variaBe.
b ) Montrer queP(R, 21)< E(R) . En déduire quéirp P(X,=p =1.

Partie Il
Pour i< p, on noteN, la variable aléatoire prenant pour valeur le na@d® personnes descendant au

i“m™étage de I'immeuble .

1) Que vautN, + N, +...+ N, ? En déduire la valeur d&(N,) pour I<i<p .

2) Ens’aidant du modéle de la loi binGmialestifier que , pour 2i < p, N, suit la loi bindmiale de

parametres etl et que, pouri(, j) O [[1, p]] > tels quei # j, N. + N; suit la loi bindmiale de
p

N 2
paramétresiet — .



