
Exemples fondamentaux : [ ] ,, , ( , ) , , , ( )n
n pX E N NK K A R R C M K     .

Th : Soit E  un espace vectoriel  sur K
        F est un sous espace vectoriel de E   ssi   1 ) F E⊂
                                                                          2 ) F ≠ ∅
                                                                          3 ) , , , .x y F x y Fλ λ∀ ∈ ∀ ∈ + ∈K

Sous espace vectoriel de E engendré par une famille ( , ,..., )u u up1 2  de vecteurs de E   :

1 2 1 2( , ,..., ) est l'ensemble des combinaisons linéaires de ( , ,..., )  p pVect u u u u u u .

Famille génératrice d'un espace vectoriel E .
Soit  ( , ,..., )u u up1 2  une famille de p  vecteurs de E .

Si  1 2( , ,..., )pVect u u u  = E , on dit que ( , ,..., )u u up1 2  est une  famille génératrice de E  .

Autrement dit ,   ( , ,..., )u u up1 2  génératrice de E    ssi   tout vecteur de E  est   c. l.  de  ( , ,..., )u u up1 2  .

Toute surfamille d'une famille génératrice est elle même génératrice .

Th : Soit  ),,...,,( 121 pp uuuu −    une famille génératrice de E  .

     Alors   ),...,,( 121 −puuu  est une famille génératrice de E  ssi  pu est  c. l.  de  ),...,,( 121 −puuu  .

Famille libre . Famille  liée .

Soit  ( , ,..., )u u up1 2  une famille de p vecteurs de E .  Soit pλλλ ,......,, 21   p scalaires de K .

Si )0....0....( 212211 =λ==λ=λ⇒=λ++λ+λ pEpp uuu  , on dit que la famille ( , ,..., )u u up1 2  est libre .

                                                    Dans le cas contraire ,  on dit que la famille ( , ,..., )u u up1 2  est  liée .

•  Une famille est liée  ssi   l'un au moins de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres  .
•  ( u )  est libre ssi  u E0≠                  •  ( u , v ) liée  ssi  il existe Kλ ∈ tel que  u vλ=  ou  v uλ= .
• Toute sousfamille d'une famille libre est libre .
• Dans K X  , toute famille de polynômes de degré distincts 2 à 2 est libre .

Th : Soit ( , ,..., )u u up1 2  une famille libre de E .

      Alors ),,...,,( 121 +pp uuuu  est une famille libre de E  ssi   1+pu n'est pas  c. l.  de ( , ,..., )u u up1 2  .

Bases d'un espace vectoriel .
Une famille libre et génératrice de E est appelée base de E .

Caractérisation :             La famille ( , ,..., )e e en1 2  de vecteurs de E  est une base de E

                                 ssi    1 2 1 1 2 2, ! ( , ,..., ) , ...n
n n nx E x x x x x e x e x e∀ ∈ ∃ ∈ = + + +K  .

 ( , ,..., )x x xn1 2  sont les coordonnées du vecteur x dans la base ( , ,..., )e e en1 2 .
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Un espace vectoriel ( non réduit à {0}) est dit de dimension finie s'il admet au moins une base  .

Si E de dimension finie ,
toutes les bases de E ont le même nombre d'éléments n , appelé dimension de E  .

Si dim E = n , toute famille libre a au plus n éléments et toute famille génératrice a au moins n éléments

Si dim E = n ,    toute famille libre à n  éléments de E est une base de E
                      et  toute famille génératrice de E à n éléments  est une base de E .

Théorème de la base incomplète :       Soit E un espace vectoriel de dimension n  .
Soit ( , ,..., )u u up1 2  une famille libre de E  ( p n< )  .

On peut compléter ( , ,..., )u u up1 2  par n p− vecteurs de E  pour former une base de E  .

Matrice d'une famille de vecteurs ( , ,..., )u u up1 2  dans une base B = ( , ,..., )e e en1 2  de E  :

Ses colonnes sont les matrices de coordonnées des vecteurs  u u up1 2, ,...,    dans la base B .

La famille ′ = ′ ′ ′B ( , ,..., )e e en1 2  est une base de E   ssi   sa matrice P dans la base B est inversible .

P est alors la matrice de passage de B  à  ′B  .                                                         

Formule de changement de base  :      X P X= ′

                                         matrice            matrice                 matrice
                                 de coordonnées     de passage          de coordonnées
                                 de  x dans  B         de  B à  ′B           de  x dans  ′B

Remarque importante : P−1 est la matrice passage  de  ′B Bà  .

Soit F un sous espace vectoriel d'un espace vectoriel E  de dimension finie .
Alors   dim F ≤  dim E              et               si  dim F = dim E ,    alors  F = E  .

Recherche de la dimension d'un sous espace engendré par une famille de vecteurs :

Vect ( , ,..., )u u up1 2  reste inchangé par les opérations du type    :

ji
ji

iiiji uuuuuuu α+ ←α ←→← ≠≠α )()0( ;;
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