
INEGALITÉ de MARKOV .

Soit X une V A R  positive admettant une espérance ( )E X  .  Alors   [ ] ( )
0 ,

E X
a P X a

a
∀ > ≥ ≤  .

Corollaire:

Soit X une V A R admettant un moment d’ordre *r ∈ N   .  Alors   
( )

0 ,
r

r

E X
P Xε ε

ε
∀ >  ≥  ≤   .

INEGALITÉ DE BIENAYMÉ – TCHEBYCHEV .

Soit X une V A R  admettant un moment d’ordre 2  . Alors  2

( )
0 , ( )

V X
P X E Xε ε

ε
∀ >  − ≥  ≤ 

CONVERGENCE EN PROBABILITÉ  .

Soit ( )nX  une suite de V A R sur ( , , )PΩ A  et X une VAR sur ( , , )PΩ A .

On dit que n n
X

*
( )

∈N
converge en probabilité vers X  si  0 , lim 0n

n
P X Xε ε

→+∞
∀ >  − ≥  =   .

Notation : P
nX X→ .

Soit ( )nX  une suite de V A R sur ( , , )PΩ A  et X une VAR sur ( , , )PΩ A .

Soit f  une application continue de R dans R  ,
Si n n

X
*

( )
∈N

converge en probabilité vers X alors n n
f X

*
( ( ))

∈N
converge en probabilité vers f X( )

LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES  .

Soit ( )nX  une suite de V A R  indépendantes , de même espérance m  et de même variance 2σ .

Posons 1 2 ... n
n

X X X
X

n

+ + += . Alors n n
X

*
( )

∈N

converge en probabilité vers la variable constante égale à m ,

autrement dit 0 , lim 0n
n

P X mε ε
→+∞

 ∀ > − ≥ =
 
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Soit ( )nX  une suite de V A R sur ( , , )PΩ A  et X une VAR sur ( , , )PΩ A .

On dit que n n
X

*
( )

∈N
converge en  loi versX  si en tout point x  où 

X
F est continue ,

lim ( ) ( )
nX X

n
F x F x

→+∞
=

Notation : L
nX X→ .

Cas des VAR discrètes à valeurs dans Z .

n n
X

*
( )

∈N
converge en  loi vers X  ssi   , lim ( ) ( )n

n
k P X k P X k

→+∞
∀ ∈ = = =Z

Soit ( )nX  une suite de V A R sur ( , , )PΩ A  et X une VAR sur ( , , )PΩ A .

Soit f  une application continue de R dans R  ,
Si n n

X
*

( )
∈N

converge en loi vers X alors n n
f X

*
( ( ))

∈N
converge en loi vers f X( )

Théorème de Slutsky :
Si *( )n n

X
∈N

est une suite de VAR sur ( , , )PΩ A   qui converge en loi vers une VAR X

et si *( )n n
Y

∈N
est une suite de VAR sur ( , , )PΩ A   qui converge en probabilité vers une variable constante

égale à c , alors  *( )n n n
X Y

∈
+

N
 converge en loi vers X c+  et *( )n n n

X Y
∈N

 converge en loi vers cX .

THEORÈME LIMITE DE LA CENTRÉE ou THEORÈME LIMITE CE NTRAL

Soit *( )n n
X

∈N
 une suite de V A R indépendantes , toutes de même loi , d'espérance m  et de variance 2σ .

Posons 1 2 ... n
n

X X X
X

n

+ + +=  et   
*

n
n

X m
X

n

σ
−=

Alors *

*( )n n
S

∈N
 converge en loi vers une VAR  X *  de  loi  (0,1)N  .

Autre version avec nn XXXS +++= ...21   et  * n
n

S n m
S

nσ
−=  .

On a donc pour tout couple ( , )a b  tel que 
2

*
21

, lim ( )
2

t
b

n an
a b P a X b e dt

π
−

→+∞
−∞ ≤ ≤ ≤ +∞ ≤ ≤ = ∫

                                          ( , )n pB         15 , 30 , 0,1np n p≤ ≥ ≤        ( )λP  avec npλ =

                                                     30

0,5

n

p

≥
≈

                                                         15λ ≥

                                            2( , )mN σ                                                2( , )mN σ
                                           avec    2,m np npqσ= =                            avec  2,m λ σ λ= =

II ) CONVERGENCE  EN  LOI

III ) APPROXIMATIONS



IV ) ESTIMATION

θ  paramètre inconnu de la loi d’une VAR  X . On cherche à estimer θ  .

On considère  un n-échantillon  1 2( , ,..., )nX X X   de VAR  indépendantes et de même loi que X .

Un estimateur  de θ  est une VAR nT   , fonction de 
1 2
, ,..., nX X X  :    1 2( , ,..., )n nT X X Xϕ=

Estimation ponctuelle de θ  .
Une réalisation 1 2( , ,..., )nx x x  de  ( 1 2, ,..., nX X X ) est un  échantillon observé de taille n .

1 2( , ,..., )obs nT x x xϕ=   est alors une estimation ponctuelle de θ  .

Estimation par intervalle de confiance  de θ  .

Soit [0,1]α∈  et  et n nU V   deux estimateurs de θ   tels que  [ ] 1n nP U Vθ α≤ ≤ ≥ −  .

On dit que [ , ]n nU V  est un intervalle de confiance de θ  au niveau de confiance 1 α−  .

L’intervalle  [ , ]obs obsU V  est une estimation de l’intervalle de confiance de θ  .

Estimation par intervalle de confiance asymptotique de θ  .

Soit [0,1]α∈  et  et n nU V   deux estimateurs de θ   tels que  [ ] 1n n nP U Vθ α≤ ≤ ≥ −  avec lim n
n

α α
→+∞

=

On dit que [ , ]n nU V  est un intervalle de confiance asymptotique de θ  au niveau de confiance 1α−  .

On suppose que nT  admet une espérance :

Biais de nT  :  ( ) ( )n nb T E T θ= −      .        nT  est sans biais  si  ( )nE T θ=
est asymptotiquement sans biais  si  lim( )n n

n
T E T θ

→+∞
= .

On suppose que nT  admet un moment d’ordre 2  :

Risque quadratique de nT  : 2 2( ) [( ) ] ( ) ( )n n n nr T E T V T b Tθ= − = +  .

L’estimateur nT  est dit convergent si la suite ( )nT  converge en probabilité vers θ  .

Condition suffisante :  Si  lim ( ) 0 , alors  est convergentn n
n

r T T
→+∞

=

Conséquence :
Si nT  est sans biais et si  lim ( ) 0n

n
V T

→+∞
=  ,  alors nT est un estimateur convergent .

Soit nT  un estimateur convergent  de θ  et f  une application continue de R dans R  .

Alors ( )nf T  est un estimateur convergent  de ( )f θ  .



Obtention d’un intervalle de confiance de θ  à l’aide d’un estimateur sans biais et convergent de θ  
obtenu par l’inégalité de Bienaymé Tchebychev 

Exemples d’estimateurs :
Soit  un  n-échantillon  1 2( , ,..., )nX X X   de VAR  indépendantes et de même loi que X .

Si X  admet un moment d’ordre 2 , alors la moyenne empirique 1 2 .. n
n

X X X
X

n

+ + +=  est un estimateur

sans biais et convergent  de  ( )E X

Si X  admet un moment d’ordre 4 , alors  l’écart type empirique
22

1

1 n

n i n
i

X X
n

σ
=

 = − 
 
∑  est un estimateur

convergent  de  ( )Xσ .
_____________________________________________________________________________________
Estimation de l’espérance m  d’une VAR X

Estimation ponctuelle de ( )m E X= :  obsX

Estimation par intervalle de confiance asymptotique  de ( )m E X=  :

Savoir retrouver le résultat suivant (X  admettant un moment d’ordre 2 , on note ( )Xσ σ= ) :

Soit [0,1]α∈  et   tα  le réel tel que ( ) 1
2

tα
αΦ = −

,n n

t t
X X

n n
α ασ σ − + 

 
 est un intervalle de confiance asymptotique de ( )E X

                                                       au niveau de confiance 1 α−

Si σ  ne dépend pas de m , on peut faire une estimation de cet intervalle .

Sinon on peut chercher à majorer σ  par une constante indépendante de m

                ou  « remplacer » σ  par nσ  dans le cas où X  admet un moment  d’ordre 4 

                     ( justification validée par le théorème de Slutsky )
_____________________________________________________________________________________
Estimation du paramètre p  d’une loi de Bernoulli
                 de la proportion p d’individus vérifiant une propriété donnée .

Estimation ponctuelle : obsX  proportion observée sur un échantillon de taille n  .

Estimation par intervalle de confiance  de p  obtenu par l’inégalité de Bienaymé Tchebychev 

en majorant (1 )p p− par
1

4
.

Estimation par intervalle de confiance asymptotique  de p  obtenu par l’approximation normale de la loi

binômiale en majorant (1 )p p− par
1

4
.

Estimation par intervalle de confiance asymptotique  de p  obtenu par l’approximation normale de la loi

binômiale en remplaçant (1 )p p− par (1 )n nX X− .


