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| YCONVERGENCE EN PROBABILITE

INEGALITE de MARKOV .

SoitX une V A R positive admettant une espérang¢X) . Alors [Ja>0,P[ X2 4q < % .
Corollaire:
. E(X
SoitX une V A R admettant un moment d'ordr&IN" . Alors |Je>0,P[|X|z¢] < % :
INEGALITE DE BIENAYME — TCHEBYCHEV .
V(X

SoitXune V A R admettant un moment d’ordre 2 . Algris >0, P[| X—=E( X)|2£] < <

CONVERGENCE EN PROBABILITE .

Soit (X,,) une suite de V AR suf2,A,P) et X une VAR sur(2,A,P).

On dit que(X,) . converge en probabilitévers X si |0e>0, lim P[|X,- X|z¢g] =0.

n - +co

Notation : X, 0T X.

Soit (X,,) une suite de V AR suf2,A,P) et X une VAR sur(2,A,P).

Soit f une application continue d@ dansR
Si (X“>neN* converge en probabilitévers X anrs(f(Xn))neN* converge en probabilitévers f (X)

LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES .

Soit (X,) une suite de V AR indépendantes , de méme espEna et de méme variance” .

- _ X+ X, +..+ - - . . X
PosonsX, =—1—2 %, . Alors(X,) - converge en probabilité vers la variable constagtde am,
n ne

autrement ditJe>0, lim PHZ— m|2£} =0

n- +oo




') CONVERGENCE EN LOI

Soit (X,,) une suite de V AR suf2,A,P) et X une VAR sur(2,A,P).
On dit que(Xn)neN* converge en loversX si en tout poinix ou F, est continue ,

lim F () =Fe(X)

n- +oo

Notation : X, Ofh X.

Cas des VARliscrétesa valeurs dan¥.

(Xn>neN* converge en lovers X ssi | OkOZ, nlirpw P(X,=k =R X= R

Soit (X,,) une suite de V AR suf2,A,P) et X une VAR sur(2,A,P).

Soit f une application continue d@ dansR
Si (X“>neN* converge en lovers X anrs(f(Xn))neN* converge en lovers f(X)

Théoréme de Slutsky :

Si (X,) ., €st une suite de VAR suf2, A, P) qui converge en loi vers une VAR
etsi(Y,) - estune suite de VAR sUif2, A, P) qui converge en probabilité vers une variable tone

égale ac, alors (X, +Y,) . converge en loi verX +c et (X,Y,) . converge en loi versX.

THEOREME LIMITE DE LA CENTREE ou THEOREME LIMITE CE  NTRAL

Soit (X)) .+ une suite de V A fhdépendantes, toutesde méme loi, d'espérancen et de variancer’.

Xt XKook X 0 5 _ X, -m

Posons?n = X,

n g

Jn
Alors (Sn*)nDN* converge en loi vers une VAR de loi N(0,1) .
. «_ §-nm
Autre version aveS =X, +X,+.+X, et § = .
an
— 2
On a donc pour tout coupl@, b) tel que—o<a<b<+oo , lim Plas X, < 1) =I "1 e? dt
no e a2

[II') APPROXIMATIONS

B(n, p) np<15 , n> 30, p< 0, P(A) avecd = np

nz30 A=215
p=0,5
N(m,o?) N(m,o?)

avean=np, o° = npc avec m=4, 0%=4




[lvV) ESTIMATION |

@ parameétrenconnu de la loi d’'une VARX . On cherche astimer 6 .

On considereunn-échantillon (X, X,,...,X ) de VAR indépendantesetde méme loi queX .

Un estimateur de & est une VART_ ,fonctionde X, X, ,..., X, : |[T,=@(X;, X;,..., X,)

Estimation ponctuelle deé .
Une réalisation(x, , %, ,...,%, ) de (X;, X,,...,X,) estun échantillon observé de taille

Tops=@P(X, %,..., %,)| est alors unestimation ponctuellede & .

Estimation par intervalle de confiance def .

Soit aJ[0,1] et U, etV deux estimateurs d@ tels que|P[U, <8<V,] =2 1-a|.
On dit que[U,, V] est unintervalle de confiancede & au niveau de confiande-a .
L'intervalle [U,, V,J est uneestimation de I'intervalle de confiancede 8 .

obs?

Estimation par intervalle de confiance asymptotiquede & .

Soit a0J[0,1] et U, etV deux estimateurs d@ tels que|P[U,<8<V,] =2 1-a aveclima, =a

Nn- +oo

On dit quefU,, V] est unintervalle de confianceasymptotiquede 8 au niveau de confiance-1r .

On suppose qué&, admet une espérance :
BiaisdeT, : [b(T,) = E(T,)-6| . [T, estsans biaissi E(T,)=6|
T, est asymptotiquement sans biais si B(T )=6|.

n- +oo

On suppose qué&, admet un moment d’ordre 2 :
Risque quadratique deT, :|r(T,) = E[(T,-6)’] = (T) + B( T)|.

L’estimateurT, est ditconvergentsi la suite(T,) converge en probabilité veés.

Condition suffisante : |Si limr(T,)= 0, alorsT, est converge

n- +oo

Conséquence :

Si T, est sans biais et siim V(T,) =0 , alorsT, est un estimateur convergent .

n - +co

Soit T, un estimateur convergent deet f une application continue de dansR .
Alors f(T,) est un estimateur convergent 8¢9) .




Obtention d’un intervalle de confiance def a l'aide d’un estimateur sans biais et convergertte 8
obtenu par I'inégalité de Bienaymé Tchebychev

Exemples d’estimateurs :
Soit un n-échantillon (X, X,,...,X,) de VAR indépendantes et de méme loi §ue

. — _ X+ X, +.+ .
SiX admet un moment d’ordre 2, alors la moyenne empX, =———= %y est un estimateur
n

sans biais et convergent d&( X)

. s y 2 .. 13 2 2 .
SiX admet un moment d’ordre 4 , alors I'écart type ieiequpe o, = —Z X,” |= X, estun estimateur
néz

convergent deo(X).

Estimation de I'espérancem d’'une VAR X

Estimation ponctuelle den= E( X) : Xobs

Estimation par intervalle de confiance asymptotigieem= E( X) :

Savoir retrouver le résultat suivanX( admettant un moment d’ordre 2, on nate= o (X)) :

Soit a0J[0,1] et t, le réel tel qued(t,) =1—%

- to — to . . .
{Xn —=, X, +t5 } est un intervalle de confiance asymptotiqueE{&)

N

au niveau de confiande- a

Si o ne dépend pas da, on peut faire une estimation de cet intervalle .
Sinon on peut chercher a majoeerpar une constante indépendantente

ou «remplaceros par g, dans le cas o admet un moment d’ordre 4
(justification validée partleéoreme de Slutsky )

Estimation du paramétre p d’une loi de Bernoulli
de la proportiorp d'individus vérifiant une propriété donnée .

Estimation ponctuelle| X oos| proportion observée sur un échantillon de taille

Estimation par intervalle de confiance @eobtenu par I'inégalité de Bienaymé Tchebychev

en majorantp(1- p) par% .

Estimation par intervalle de confiance asymptotigleep obtenu par I'approximation normale de la loi

binbmiale en majoranp(1- p) par%.

Estimation par intervalle de confiance asymptotigleep obtenu par I'approximation normale de la loi

binbmiale en remplacant(1- p) parfn(l—Z).



