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Le probléme a pour objet 'étude de quelques propriétés concernant le nombre de racines réelles d’un polyndme
de degré n, (n 2 1), & coefficients réels fixés ou aléatoires.

Dans les parties II et 111, les polyndmes considérés sont 4 coefficients réels et on pourra confondre polynéme et

fonction polynomiale associée,
Pour toute fonction ¥ dérivable sur son domaine de définition, la dérivée de T est notée T,

Les quatre parties du probléme sont, dans une large mesure, indépendantes.

Partie I. Nombre de racines réelles d'un polynime du second degré a coefficients aléatoires

On considére dans cette partie, deux variables aléatoires réelles Xy et X; définies sur le théme espace probabilisé
(£, 4, P), indépendantes et de méme loi.
Pour tout w de {1, on considere le polynéme Q,, d'indéterminée w, défini par :
Qulv) = 3% + X1 (w)y + Xolw)
On désigne par M{w) le nombre de racines réelles de Q...
1. Montrer que application A qui, & tout w de §1 associe M (w), est une variable aléatoire définie sur (02, .4, F).
2. Soit Z une variable aléatoire définie sur (12,.4, P}, qui suit une loi de Bernoulli de paramétre p (p €]0, 1[).
On suppose dans cette question que Xg et X; suivent la méme loi que 27 — 1.
a) Déterminer la loi de X,
b) Déterminer la loi de M et calculer son espérance E(M).
Dans les questions suivantes, on suppose que Xg et X suivent une méme loi exponentielle de paramétre 1/2,
On pose : Y = —4Xy, Vi = X2, ¥ =Y + 1}, et on note Fy,, Fy, et Fy, les fonetions de répartition de ¥3, ¥}
et ¥V, respectivement.
3. Montrer que 'on a, pour tout = réel :
1—e"VE? gig>0 \
Fy,lz) = . et By lz)=

hiz) {0 sizgl v(2)

En déduire 'expression d'une densité fy, de ¥p et d'une densité fy, de 1).

1 sizz0
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1/t 1 . . .
4. Soit g la fonction définie sur B™* par g{t) = L % ExXp [-*— (1""/5)]"' ot exp désigne la fonction
L \’/t- . 2

exponentielle,
. S+
a) Etablir la convergence de l'intégrale impropre / git)dt.
0

b) En déduire qu'une densité fy de la variable aléatoire ¥ est donnée, pour tout T réel, par :
Doas [T g sz <0

— Hdd siz

3 f; glt)

Jr(z) = oo -
—p=/8 dt siz
Th fm g(t)dt si

—

5. On désigne par & la fonction de répartition d'une variable aléatoire qui suit la Ioi normale centrée, réduite.

s
a) Justifier la validité du changement de variahle u = /f dans l'intégrale impropre fu g(t)dt.

]

o . T ]
B ERlassie e gt = 4“@\[ ¢=v"12dy, e donner, pour tout réel = négatif, Pexpression de fy-(x)
en fonction de . ’ ' G
||'2 T
c) Montrer que, pour tout réel x positif, on & 1 fy(z) = _%e,,-u 1-¢ ('2_ + 1)]
d) Déterminer la loi de M et son espérance E(M) (on fera intervenir le nombre &(1)).

Partie IT. Suites de Sturm

Soit n un entier supérieur ou égal & 1, et soit P(X) = X +8p_1 X" 14+ +++ 01X +a0 un polynome normalisé

(an = 1) donné, & coefficients réels. On suppose que toutes les racines réelles de P sont simples.

L'objectif de cette partie est de décrire un algorithme permettant de déterminer le nombre de racines réelles de
F appartenant & un intervalle donné [a, b].

On associe au polyndme P, la suite (R;);zo de polyndmes définie de 1
et pour tout entier j tel que Ry # 0, le polynome Rj4p est loppose
par Rjpq. 5i Ry =0, on pose Rz =0,

1. Montrer qu'il existe un entier k (k > 2), tel que Ry = 0. On note fm, (M 2 1), le dernier polyndme non nul
de la suite (R‘-),';g.

Dans toute cette partie, on pose :

a manitre suivante : Ry = F, R = - P/,
du reste de la division euclidienne de R;

Ro=SiRy - Ra
Ry = SRy ~ Ra

Bz =Sp-1Rm-1 — Bm

Ry = SmBm
2. a) Montrer que s'il existe un entier § de [0,m — 1] et un réel Zo tels que Ry
Plzg) = P'(zg) = 0.
b) En déduire que le polynéme Ay, n'admet pas de racine réelle.
¢) Soit 7 un entier de [1,m — 1]. Montrer que si T, est une racine réelle de
3. Soit & = (sy,82,...,8) une t-liste {t 2 2) de nombres réels non t.ousﬁnui& On ftfe de s tous les éléments
nuls en préservant l'ordre, et on obtient ainsi une p-liste (p £ t) § = (81482, 00 -c-'-'_}l}- On Q-PPE]}B‘Di_mbrE de
changements de signe de s, le nombre d*éléments de 'ensemble £ défini par : E={ic[lp-1]{&5n <0}
Sip =1, on dit que le nombre de changements de signe est nul. ) )
Par exemple, si s = (0,3,0,5, —3,2), on a: 5= {3,5,—3,2), et le nombre de changements de signe est égal & 2.
ngements de signe du couple
};R]{EIIRQ(E)S" C Rm':‘T]]

(zo) = Rys1(zo) = 0, alors

Ry, alors Bj_y{zg) % Ryzi{za) < 0.

Pour tout. réel 7, on note respectivement Cy(z), Calz) et C(z), le nombre d? CI‘-?
(Bo(z), Ry(2)), de la m-liste (Ry (), Ry(z),..., Rem(2)), et de la (m+1)-liste (Rolz
Crn désigne par zp une racine réelle du polynéme P.



a) En étudiant les variations de P au voisinage de o, montrer qu'il existe un réel §; = 0 tel que, si b €]0, 48],
ena:Cilzg+h)-Cilzg—h)=1

b) A I'aide de la question 2. c), montrer qu'il existe un réel dz > 0 tel que, si h €]0, &z, on & :

Ca(zo + h) = Calzo — h) {on distinguera les deux éventualités : soit, zo n'est racine d'aucun des polyndmes
By, Rz, ..., R, soit, il existe un entier j de [1,m — 1f tel que Rj(zo) = 0).

¢) Déduire des deux questions précédentes que pour § = min(8;, 52) et b €]0,4[, on 2 Clzo+h)—Clzo—-h)=1,
gt que si o et b sont deux réels qui ne sont pas racines de P et qui vérifient a < b, alors le nombre de racines
réelles de P dans [a,b] est égal & C(b) — C(a).

Al

4. &) Soit o une racine {réelle ou complexe) de P. Montrer que si |a] > 1, alors laf® < |afmt = Z |ax|. En
k=0
n=1
déduire, pour toute racine ¢ de P, l'inégalité : |of £ 1+ E |ak].
k=0
b) Eerire en francais, un algorithme permettant de déterminer le nombre de racines réelles de P.
5. On définit en Pascal
const m = ... ;
Type tab = array[1..n] of real;
Var T : tab;
Berire une fonetion Pascal dont l'en-tdte est Function nbehgs(T @ tab) : integer qui donne le nombre de
changements de signe dans la suite de réels (T[1], T[2),..., T[al).

On tiendra compte du fait que le tableau T peut contenir des éléments nuls. Lea fonction nbchgs n'utilisera que
le tableau T et aucun autre tableau auxiliaire. On expliquera en frangais la démarche utilisée.

Partie ITI. Un majorant du nombre de racines réelles de P

Seit V un polynéme de R[X] tel que V(X = v, X™ F U1 X ™ 4o 0y X v, BVEC U £0etmeN". On
note V* le polyndme réciproque du polyndme V, défini par : V=(X) = wpX™ + nX™ b v X
Seit n un entier de M*, On considére Papplication T qui,  tout polynéme P de degré n, normalisé, & coefficients
réels, P(X) = X" 4 ap_y X™* 4 --- + a, X + ag, associe le polynome T(P) défini par T(P)(X) = XPI(X).
On désigne par No(P) le nombre de racines non nulles de P daas Iintervalle [-1, 1] comptées avec leurs ordres
de multiplicité, par N;(P) le nombre de racines de P dans | — oo, ~1] U [, +o0] comptées avec leurs ordres de
multiplicité, et par N(P) le nombre de racines réelles de P comptées avec leurs ordres de multiplicité,

1. a) Etablir, & I'side du théortme de Rolls, Vinégalité : Ni(P) € M(T(P)) + 2.

b) Pour tout k de N*, on pose T* = To T o--+ o T (k fois). Montrer que Ny(P) € Ni(T*(P)) + 2.

2. a) Montrer que pour tout réel = non nul, on a P*(z) =z"F (i)
b) Montrer que Ny(P) = Ny (F*).

3. Pour tout réel z et pour tout entier naturel k& non nul, en pose

K k k
Qilz) = 1+ an (1 - i) Tt n2 (1 - T—i) et (1 - n; I) "1, Montrer que (T5(P))* =n* Q.

4. a) Etablir, pour tout réel y de [0,1], Iinégalité : (1—yje? < 1.
b) On admet la propriété suivante : soit r et p deux réels tels que 0 < 7 < p. On note Dy ={zeC/|z| < g}
Soit U un polynéme de B[X] tel que /{0) # 0. Soit u un réel strictement positif tel que pour tout 2 de Dy,

|U/(2)] £ p. Alors, le nombre de racines réelles de U comptées avec leurs ordres de multiplicité, dans I'intervalle

1 b
—r, 7], est majoré par le réel ; ——= ® ln(.—).
[=r.rl ; ia () U]

-

En appliquant cette propriété au polyndme Qi avec v = 1 et p = ¥/, (k € N°), déduire des questions

fi=1
précédentes que pour tout k de N*, on 2 : Ny(P) < 2k + E In(L(P}), avec L(P) =1+ z |4

i=l



¢) Soit 3 la fonetion définie sur BT par : ¢z} = 2z + §= ol § est un peramatre réel positif.

i) Etudier les variations de .

if) Montrer que (/8/2 + 1) < 2+ 2+/26.

iif) En déduire I'inégalité : N1 (P) £ 2+ 2,/2nIn(L{ P)).
d) En supposant ay 3 0, on démontrerait de méme (et on admettra dans la snite du probléme) que :
L{p ])

No(P) <2+ 2\‘ 2nln (W

Conclure en donnant un majorant de N(P), fonction des coefficients ap,ay,...,8n-1.

Partle I'V. Nombre de racines réelles d'un polynéme de degré n i coefficients aléatoires
Pour n entier supérieur ou égal & 2, on considere dans cette partie, les variables aléatoires réelles Xy, X, ..., Xuo 1
définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P), indépendantes et de méme loi de Poisson de paramétre A,

strictement positif.
Pour tout w de f}, on considére le polyndme @, d'indéterminée y, défini par :

Quly) ="+ Xpea (W™ 4 + Xy +1
Soit Mp(w) le nombre de racines réelles de Q. On admet que Iapplication My, : w — M, (w) est une variable

aléatoire définie sur (22,4, P).
n—1

1. On définit la variable aléatoire L, par : Ly =2+ EX,-. Soit Zy = L, — 2. Rappeler la loi de Z,,.
im]

2. A I'aide des résultats de la partie ITI, montrer que pour tout w de {1, on a ;

Ma() € 4+ 4V20 % /In(Zn(@) + 2)

3. Soit h une fonction de classe C?, concave sur R™. Soit W une variable aléatoire définie sur (€, .4, P), & valeurs
dans M. On suppose 1'existence des espérances E(W) et E(h({W)).

a) Montrer que, pour tout couple (zg, T) de réels positifs, on & : i(z) € h'(zo)(z — o) + h{za).

b) En prenant xp = E{W), établir l'inégalité suivante : E(h(W)) € h(E{W)).

4, a) Montrer que la fonction w définie sur R* par w(z) = /la(z + 2) est concave sur RY.

e
@
b) Seit o un réel positif. Montrer que la série de terme général /In(k + 2) x o est convergente.

5. a) Prouver I'existence de I"espérance E(M,).
b) Montrer que, pour tout réel /7 strictement supérieur 4 1/2, on a :
. E(My)
lim ——== =0
nf

b op30
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Mathématiques II - Option scientifique

Rapport de correction
Session 2006

-

N.B. : Cette épreuve est désormais commune & quatre écoles : HLE.C., ES.C.P-EA.P,
ESS.E.C et EM. Lyon.

1 Présentation du probléme

Le probléme avait peur objet, d'une part de proposer un algorithme pour compter et
localizer les racines réelles d'un polynéme & coefficients réels et, d’autre part, de donner un
ordre de grandeur (en moyenne) du nombre de racines réelles d'un polynime & coefficients
aléatoires.

La méthode de Sturm est la plus connue pour déterminer le nombre de racines réelles
dans un intervalle |a, b d'un polynéme n’ayant que des racines réelles simples. L'étude de
cette méthode est proposée dans la seconde partie du probleme. Notons qu'il ne s'agit pas
de la seule méthode de détermination du nombre de racines réelles d'un polynime. Il existe
une méthode qui s’affranchit de 'hypothése de la simplicité des racines, basée sur 'étude de
formes quadratiques (de Hankel) formées & I'aide des sommes de Newton du pelyndme (voir
par exemple [4] tome 2). Il existe une méthode de localisation des racines moins connue, due
& Vincent, qui s’appuie sur une utilisation des fractions continues et qui nécessite en général
moins de caleuls que la méthode de Sturm (voir (1], [2] pour un commentaire historique et
aussi {5]). Nous remercions L. Dumas qui nous a signalé ces références.

Les techniques de localisation des racines réelles sont utiles, par exemple, pour anslyser le
comportement de systémes dynamiques linéaires vectoriels :

Xﬂ+1 C AX\'I

wia I'étude des racines réelles du polynéme caractéristique de la matrice A. Ces systémes
dynamiques trouvent un cadre d’application en économie. La modélisation peut prendre en
compte un environnement aléatoire et c'est la raison pour laquelle la matrice A ajnsi que
gon polyndme caractéristique peuvent présenter des coefficients aléatoires. Il convient alors
de transposer les résultats obtenus dans un cadre déterministe & un cadre probabiliste. Le
lecteur soucieux de trouver d'autres applications et quelgues éléments de théorie sur la ques-
tion pourra consulter (3] et les éléments de bibliographie qui s’y trouvent.

Le choix de ces thématiques a présenté quelques avantages :
1) II a permis d’évaluer les candidats sur un grand nombre de notions proposées par le pro-
gramme, en leur offrant des questions de difficulté graduelle,
2) Il a offert Vopportunité de tester les candidats sur des questions de nature technigue
ou d’autres questions plus formelles qui supposaient une aptitude a la démonstration, ou
bien une prise d'initiative dans le raisonnement. L'évaluation se faisait donc sur les diverses
qualités que I'on peut attendre d'un candidat.

L'équipe de correction a été agréablement surprise de la réactivité témoignée par cer-
tains candidats face & des questions & propos desquelles on atrait pu attendre qu’ils fussent
déstabilisés. En outre, elle tient & signaler que les copies sont dans leur immense majorité
bien présentées,

Le probléme était divisé en quatre parties indépendantes et de difficulté inégale. Chacune
était congue, eu égard & la mission d'évaluation et de classement des étudiants, selon des
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objectifs différents. Le poids de chacune des trois premiéres parties était égal, de 'ordre de
27%. Certaines copies, qui se démarquaient par des qualités de rigueur, de probité scien-
tifique ou encore par des initiatives inspirées se voyaient accorder un bonus inclus dans la
note finale.

La premiére partie, de facture classique, portait sur le programme de probabilités lié &
I'analyse. La premiére question mise a part, il était demandé de maiiriser des points tech-
niques étudiés de manigre intensive par tous et permettait une premiére sélection sur un plus
petit dénominateur commun du programme. La premiére question, discriminante, donnait
une premiere idée de la valeur de la copie, surtout lorsqu’elle était résolue correctement.
La seconde partie était plus originale si l'on se réfere & I'enseignement de la filitre. Elle
portait sur des questions d'algébre ou d'informatique (en fin de partie). Les bons candidats
ont pu s'y distinguer, et se distinguer entre eux, en mettant en lumiére leur aptitude & com-
prendre un probléme et & raisonner de maniére scientifique.

La trofsiéme partie portait sur ['algébre et I'analyse. Certaines questions, comme dans la
premiére partie, concernaient des points trés élémentaires du programme et permettaient de
départager les candidats d'un niveau faible ou moyen. 4 conirario, d’autres questions dans
cette méme partie nécessitaient plus d'habileté technique et départageaient de meilleurs
candidats. Une démonstration par récurrence, a priors simple, a été discriminante, et ceci
de maniére surprenante.

La quatrigme partie, enfin, portait sur des questiona de probabilités discrétes et d’ana-
lyse. Elle a &é abordée - & profit - par de nombreux candidats. Elle ne recélait pas de
difficulté majeure.

Un candidat ayant résolu une bonne moitié du probléme se vayait gratifié de la note
maximale.

2 Les résultats obtenus

Sur l'ensemble des 2947 candidats gui ont composé, la note moyenne s'établit & 9,94 sur
20, Les 1977 candidats qui ont concouru pour I'admission & H.E.C obtiennent une moyenne
de 11,60 et l'écart-type de la distribution de leurs notes est 4,73. Pour les 2458 candidats
qui ont brigué une place & FE.S.C.P.-E.A.P., la moyenne est 10,85 et l'écart-type est 4,78.
Les statistiques concernant les autres écoles ne nous sont pas parvenues au moment de la
rédaction de ce rapport. De |'avis de 'ensemble des correcteurs, I'épreuve a largement permis
de départager les candidats. Les statistiques précédentes sont complétées par un Scart-type
sur la population totale des candidats de 4,96 et corroborent par conséquent cette opinion.

3 Erreurs fréquentes et remarques de I’équipe de cor-
rection

3.1 Partiel

I.1 Trés peu de candidats traitent cette question convenablement, faute de savoir ce qu'ils
doivent démontrer. Certains expriment les racines en fonction de X et Xy, question qui
n'est pas demandée... D'autres pensent & considérer le discriminant, mais ne disent pas qu'il
est de méme nature (diseréte ou continue) que Xo (ou X)), méme si cela n'est pas indispen-
sable puisque le programme invite & considérer 'espace vectoriel des variables aléatoires et
indique que le produit de deux variables aléatoires est encore une variable aléatoire. Cette
question a été nettement discriminante,

L2.a et 2.b Questions sans réelle difficulté et bien traitées par la majorité des candidats.

Ly



Certains, toutefois, confondent " Xy et Ay ont la méme loi” avec " Xy et Xy sont égales”.
1.3 1l était important de discuter du signe de la variable z avant de considérer sa racine
carrée! BEn outre, un nombre trop important de candidats éerit :

" Fy, étant continue et dérivable sauf peut-étre en un nombre fini de points...”

alors que Fy, est explicite et que, par conséquent, les points oll cette fonction n'est pas
dérivable le sont aussi. En outre, il convient de vérifier la continuité de Fy, (et Fy;) sur R.
I.4.a Beaucoup voient que l'intégrale est doublement généralisée et beaucoup pensent & si-
gnaler que la fonction g & intégrer est positive et continue {sauf en zéro). En +oo, la formule
miracle est

"g{t) = o() par eroissances comparées”

ce qui, compte tenu de 'expression de g demandait 4 étre précisé. La question en zéro est
en général bien traitée, méme si certains candidats prolongent la fonction g par continuité
enl ..

IL.4.b Trap de candidats font usage de la formule de convolution sans justifier son appli-
cation : indépendance des variables ¥y et 1) - qu’il faut aussi justifier - et 'une des deux
densités est bornée. La distinction des cas o = (et x < 0 se fait parfois e posteriori parce
que |"énoncé enjoint les candidats de le faire... Concernant ce point, la rédaction n'est pas
toujours soigneuse, et les candidats ont aussi été dvaluds sur ce critére.

1.5.a Beaucoup trop de candidats afirment que t — +/ est €' sur BT, Les correcteurs ont
pu distinguer ceux qui savaient apporter du soin dans la rédaction.

1.5.b,c et d Ces guestions ont été correctement traitées par ceux qui les abordaient.

3.2 Partie II

II.1 Certains ont confondu la suite des polyndmes H; avec la suite des dérivées successives
de PP (au signe prés, éventuellernent).

I1.2.a Certains cornmencent par montrer que Rjpa(ze) = 0 puis amorcent une récurrence
ascendante. Une rédaction soigneuse était attendue pour obtenir la note maximum sur cette
question. On pouvait procéder par exemple en nommant chague relation,

II1.2.b La derniére relation fournie n'est pas expliciternent mentionnée ce qui rend imprécise
la rédaction. Cette question, comme celle qui précédait permettait de juger les candidats sur
leur aptitude a l'expression écrite.

I1.2.c Trop de candidats montrent seulement que R;_1(zo)Rj41(zo) < 0 et n'expliquent
pas pourquoi le produit est non nul.

Les frois questions qui sutvent élaient nettemnent discriminantes ef permetiaient de jau-
ger les candidats selon leur aplitude eu reisonnemend et leur capecité 4 comprendre un
mécanisme mathématigue nouvesu.

I1.3.a Trop peu de candidats citent explicitement la continuité de P'. Un peu plus en re-
vanche savent exploiter le fait que zy est une racine simple.

I1.3.b 1l était attendu la encore de citer la continuité des polynémes R;, de remarquer a
T'aide de IL.2.c que le nombre de changements de signe du triplet {R;_1{x), R;(z}, Ris1(z))
ne dépendait pas du signe de R; au voisinage de xo, que o soit racine de R; ou non. Il
s'agissait aussi de remarquer que le nombre de changements de signe s'additionnait sur les
triplets (intérieurs). On a lu une bonne compréhension de la question sur certaines copies -
et elle était alors largement primée - méme si la rédaction manquait souvent de précision,
I1.3.c La question la plus délicate : rien dans ce qui précéde ne permettait d'affirmer que
sur tout intervalle [, y] ne contenant pas de racine de P, le nombre de changements de signe
de la (m + 1)-liste ne variait pas. Certains, ont compris implicitement qu'il fallait utiliser ce
résultat, et ont été largement primés pour cela, mais il semblerait que personne, de maniére
explicite, n’ait soulevé la difficulté.

IL.4.a L'usage de Vinégalité triangulaire est encore trop souvent approximatif. Beaucoup
oublient de considérer les racines de module inférieur & un (pour lesquelles I'inégalité de-
mandée est évidente), ou bien guelques uns ne considérent que la racine nulle...

M
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IL.4.b Cette question visait juste & tester la compréhension de la méthode de Sturm. Rares
sont ceux gui cherchent & caleuler C{A) — C(~A) avec A > 14 Tp =1 |ax|.
IL.4.c L'usage d'un tableau intermédaire réduisait de moitié la note sur cefte guestion. La
distinction s'opérait sur cenx qui savaient s’affranchir des problémes des zéros du tablean.
Cette question, ainsi que la précédente, n'a pas été suffisamment abordée.

3.3 Partie ITI

IT1.1.a Certains, en trés petit nombre seulement, ont considéré les racines avec lewr mul-
tiplicité et ont remarqué simultanément qu'une des racines obtemues par I'application du
théoréme de Rolle {que les candidats connaissent bien en général) pouvait étre dans 1-1,1[.
Ces deux difficultés étaient largement primées. Beaucoup font sortir le 2 du chapeau...
II1.1.b Trop de candidats proposent une démonstration par récurrence oii apparait un calcul
du type :

Ny(T*+1(P)) = Ny(TH(T(P))) < Na(T(P) + 2K) < ...

A la grande surprise des correcteurs, cette question a été discriminante.

II1.2.a Cette question, facile, est traitée par presque tous les candidats.

I11.2.b La question de la multiplicité des racines n'est que rarement abordée. Le fait que
Np me compte que les racines non nulles n'est en général pas dit de maniére explicite et les
candidats se contentent de considérer une racine non nulle pour pouveir prendre son inverse.
I11.3 Quelques candidats ont remarqué que T est linéaire (si on Pétend & R, [X], et ce point
n'a troublé personne). Un calcul direct permettait de gagner du temps.

II1.4.a Fait partie des questions élémentaires traitées par (presque) tous les candidats. On
attendalt toutefols les limites aux bornes et la valeur du minimum atteint par ¢ sur linter-
valle.

III.4.b Rares sont les candidats qui montrent avec précision que I'on peut choisir p = L{P)
& l'ailde des questions précédentes.

IIL.4.c

i) Bien traitée, en général

ii) Bien traitée par un bon nombre de candidats

i) La valeur § = nln{L(P)) est en général précisée. En revanche, trés peu de candidats
disent que I'inégalité précédente est obtenue pour toutes les valeurs de k entier et que 'on
peut le choisir dans I'intervalle suggéré par 'énoncé (gui contient un enfier).

TI1.4.d La majoration, lorsqu'elle est proposée, est en général la bonne.

3.4 Partie IV

IV.1 Trop de candidats oublient de mentionner indépendance des X. La stabilité de la loi
de Poisson est bien connue et il était inutile de démontrer cette propriété.

IV.2 Immédiate et bien traitée.

IV.3.a La grande majorité des candidats savent ce qu’est une fonction concave.

IV.3.b Il était attendu, soit d’utiliser le théoréme de transfert, soit de remplacer £ par W
puis d'utiliser, en le signalant, la positivité et la linéarité de 'espérance.

IV.4.a Un simple ealeul, bien fait en général.

IV.4.b Ceux qui écrivaient juste \ﬂn{k 4 '2)';—',- = o[;ls_c] n'étaient pas primés. Il fallait jus-
tifier cette relation (par exemple en remarquant que +/In(k +2) < k). Certains ont pensé
a utiliser la concavité de et l'inégalité obtenue en IV.3.a. (avec g = 0 et = = k) pour
obtenir une majoration qui permettait de conclure

IV.5.a L'argument M, (01} C [0, n] suffisait!

IV.5.b Les croissances comparées sont assez bien maitrisées.
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