ESC Maths 2007 S EXERCICE 1

On considére l'espace vectoriel= IK ® ou K peut étrelR ou C suivant les cas , muni de sa base
canoniqueBC = (¢ ,&,,€;,¢€,,&)ainsi que du produit scalaire canonique et de tene@ssociés .

On note f I'endomorphisme d& défini par les relations suivantes :
fe=6.7&)=g8.1(e)=¢.7(g) =§.f(§) =g +w, ouw=¢g+e+eg+e+¢.
On note id l'endomorphisme identité dé défini par id(u) = u pour tout vecteunu de E .
On note égalemen@_ le vecteur nul deE .

1. On considére le polyndm@ défini surC parP(z) =2+ z+ 22 + 22 + 2* - 2.

(@) Montrer que pour touz 0 C , (L- 2)P(2) = (2 - z)(1 - 2°).
(b) le réel 1 est-il racine dB ? En déduire les 5 racines Bedans C.

(© Donner la matriceA de I'endomorphismé relativement a la basgc .

(d) Montrer alors I'équivalence : X est valeur propre dd ) = (P(A) =0).
En déduire les valeurs propres de lorsquelK =C , puis lorsquelK = IR.

(e) On suppose dans cette question uniquementkquedR . f est-il diagonalisable ?

) On suppose dans cette question uniquementi§ueC . f est-il diagonalisable ?

2. On étudie dans cette question le sous-espapespassocie a la valeur propre 2, ngjé= Ker( f - 2id
€)) Calculer f (w )et en deduire quev U E, .
(b) Soit H =Vect (e, ,e,,&,,e, ). Justifier queH est de dimension 4.
(c) Soit u un vecteur deH . Montrer que| f (u)|| = |Ju.
(d) Soit v un vecteur dé, . Montrer qug| f (V)| = 2]|v|| .

(e) En deduire quél n E, = { OE} puis donner une base dg .

3. Etude de f°:
@) Montrer que pour tout entier naturel non hul f k(W) = 2%w.
(b) Montrer quef 5(el) = e+ Ww,puis, que pourk=2, 3,4 on af 5(ek) = e, + 25w,
(© Montrer que la familleB ' = (e,e,,6,e,w pstune base dE.

(d) Former la matrice dé ° relativement & la bas@' et donner les valeurs propres e .
4. Questions générales :

(a) Soit A un élément déR et g un endomorphisme déR” .

Montrer que siA est valeur propre dg alors \° est valeur propre de I'endomorphisngﬁa.
(b) En examinant I'endomorphisnfe que peut-on conclure sur une réciproque a petteriété ?

EXERCICE 2

On pose pour tout entier naturel non nul , | = 1l _d4x et J = 1 dx .
p p n J.O (1+X3)n n -[O (1+X3)n

1. Prouver la convergence de l'intégrale impropree&el .

2. Montrer que la suit@J )+~ €St décroissante , et convergente vers une |imoite l .



3. On pose pour tout réél > 0 et tout entier naturel non nul : I (A) = I("A(l—l?’)” ax .
+ X
Par une intégration par parties , montrer fus) = (1—';3)” +3n(1, A -1 ,A).
+

4. Dans cette question on montre que la limit€H9, -\« notéel , est nulle .

J
(a) A l'aide de la question 3. , montrer q%% = 3 12n + (3, = J41) -
n.

(b) Justifier que les séries de terme génedyl - J,_ ;) et

sont convergentes .
n.2"

J
En déduire la nature de la série de terme géngﬁal.

(© Soit B un réel non nul efa.  kine suite équivalente(@%) lorsquen tend vers+ oo .

Justifier que la série de terme généegl diverge et en déduire par I'absurde que . O

1 1
(1+X3)ndxs -1

5. (a) Montrer que pour tout entier naturelnon nul ,j1+°°

(b) En déduire qu%lirrl l,= 0

6. (a) Grace a la question 3., montrer que pourentier natureln non nul :I__, = 3r‘3—r:1 I, -

n-1
(b) En déduire que pour tout entier naturelsupérieur ou égala 21, = 1,.] 3k3—|21 :
k=1

7. 0On admet qué, = % Recopier et compléter le programme ci-dessouscgfil demande

un entiern supérieur a 2 et calcule puis affiche la vatiait  trouvée a la question 6. (b) :
program esc ;

var
k,n:integer;
I:real;
begin
WIteIN (coveeeeeiiieeeeee, );
readin (..o );
[:=2xpi/(3*sqrt(3));
for K:=1 to N=-1 do .ccoovvviiiiiiee e ;
WIItelIN (cevveeiiiiiieeeeee, );
end .
EXERCICE 3

Les deux parties sont indépendante®ans tout I'énoncép est un réel de l'intervalle ] 0;1[etg=1-p.
PARTIE A:

Sur une table sont placées deux boules noirepé¢ €a .
Une des deux boules est choisie au hasard et éknua la table .
Ensuite on repose sur la table : soit une boulechkan avec la probabilitép,

soit une boule noire , avec la probabilié

On a alors atteint I'étape 1 . Cette action es#téipainsi indéfiniment , de sorte qu'a chaque=ékap
deux boules sont sur la table :  soit deux noig(ement noté\, )

soit une noire et une blanche ( événement Byt
soit deux blanches ( événement nGi¢) .



A chaque étape, une des deux boules est choisiasand puis remplacée comme précédemment soit par
une boule blanche avec la probabilie soit par une boule noire avec la probabitité 1 - p.

Pour k O IN on note égalemeng, = P(A, ,)b = P(B,) , ¢ = P(C,) eton pose les matrices suivantes :

q % 0 0 0 O 1 q 9? a, 1
- 1 - 1 - = _ - —
M=|p > g|,D=|0 > 0|, P= 2 p-¢q 2p2q etU, =|h | avecU, =| 0.
0 g D 0 0 1 1 -p p G 0
1. (@) Calculer le produitPD .

(b) Calculer le produitMP et , en utilisant la relatiop + g = ,Vérifier queMP = PD .
2. (a) Donnera, , by, ¢, . Justifierquea, =q , b = p etc = 0.
(b) Soit k un entier naturel non nul .
Justifier que : P, (A, = d . Py (A,) :% eth; (A,,) = 0
Donner aussi PA<(Bk+1 ) PBk(Bk+1) ' PCk(Bk+1)’ Pﬁ(ckﬂ) ' PBk(Ck+1) ' PCk(Ck+1)'
(© Montrer que pour tout entier naturelnon nul : U, ., = MU, .

(d) En utilisant la question 1.(b) , montrer pasurgence que pour tout entier natukelhon nul :
2

p
k
U =PD" 2p|.
1
(e) En déeduire pour tout entier naturel non nul a,_, b , ¢ en fonction dek et montrer que :
. _ 2 . _ . _ 2
Jm g =dh o im b= e, lim 6= P

PARTIE B : n désigne un entier naturel non nul .
Soient X, X, ..., X, des variables mutuellement indépendantes et deert@ ( On donne celle d¥, ) :
PX,=-1)=¢° P(X,=0=2pq PX =1)=p
1. (a) Justifier queX (Q) ={-1,0,1} et montrer que I'espérance deest E(X)=p-q.
(b) Montrer que la variance d&, est égale aV(X,) = 2pq.

n 1+ X
- k
2. On poseZ, k§:1 >n

(a) DéterminerE(Z )et V(Z, ).

(b)  En déduire que pour tout réeb>0 ,P(|Z, - p| 2 €) < % , puis montrer
que (Z,) converge en probabilité vers une variable aléatgrtaine égale @ .

(c) Justifier que Z ) est un estimateur dp sans biais et convergent .



