
I ) 1 ) a ) Posons pour x I∈ ,  ( ) ( )axx e y xϕ −= . Alors x I∀ ∈ ,  ( ) ( ( ) ( ))axx e ay x y xϕ −′ ′= − + .

On en déduit que y est solution de ( )fE si et seulement si , '( ) ( ) 0axx I e x f xϕ∀ ∈ + = autrement dit

si et seulement si , '( ) ( )axx I x e f xϕ −∀ ∈ = − . f E∈ donc ( )axx e f x−→  est continue sur I et par suite

1
( )

x atx e f t dt−→ ∫ est l’unique primitive de ( )axx e f x−→ qui s’annule en 1 .

Finalement y est solution de ( )fE si et seulement si il existe K ∈ R , 
1

, ( ) ( )
x atx I x e f t dt Kϕ −∀ ∈ = − +∫ .

CCL : y est solution de ( )fE si et seulement si il existe K ∈ R , ( )1
, ( ) ( )

xax atx I y x e K e f t dt−∀ ∈ = − ∫ .

b ) Supposons 1y et 2y deux solutions de ( )fE  bornées sur I .

Alors il existe 1 2,K K ∈ R , ( )1 1 1
, ( ) ( )

xax atx I y x e K e f t dt−∀ ∈ = − ∫ et ( )2 2 1
( ) ( )

xax aty x e K e f t dt−= − ∫
et il existe 1 2,M M ∈ R , 1 1, ( )x I y x M∀ ∈ ≤ et 2 2( )y x M≤ .

On en déduit 1 2 1 2, ( ) ( ) ( )axx I y x y x e K K∀ ∈ − = − et par suite 1 2 1 2, 0 ( )axx I K K e M M−∀ ∈ ≤ − ≤ + .

Comme lim 0ax

x
e−

→+∞
= ( 0a > ) , nécessairement 1 2K K=  et donc 1 2y y= .

CCL : S’il existe une solution de ( )fE  bornée sur I , celle ci est unique .

c ) f E∈ donc ( )att e f t−→ est continue sur [ [1,+∞  et 
1

( )ate f t dt
+∞ −
∫ est impropre en +∞ .

De plusf est bornée donc  il existe M ∈ R , , 0 ( )at att I e f t Me− −∀ ∈ ≤ ≤  .

Or  
1

1

lim lim
xat a

x at

x x

e e
e dt

a a

− −
−

→+∞ →+∞

 
= − = ∈ 

 
∫ R  donc 

1

ate dt
+∞ −
∫ convergente et d’après le critère de

comparaison ,les fonctions étant positives , 
1

( ) est absolument convergente donc convergente ate f t dt
+∞ −
∫

d ) On en déduit que pour tout x I∈ , ( )at

x
e f t dt

+∞ −
∫ cv et ( )at

x
e f t dt

+∞ −
∫ =

1 1
( ) ( )

xat ate f t dt e f t dt
+∞ − −−∫ ∫ .

D’après 1 ) a ) , g est solution de ( )fE  ( avec K =
1

( )ate f t dt
+∞ −
∫ ) .

De plus , ( ) ( )
ax

at at at

x x x

e
x I e f t dt e f t dt M e dt M

a

−+∞ +∞ +∞− − −∀ ∈ ≤ ≤ =∫ ∫ ∫ et donc , ( )
M

x I g x
a

∀ ∈ ≤

On peut conclure avec le 1 ) b ) , que est l'unique solution de ( ) qui soit bornée sur fg E I .

2 ) On a avec les notations de l’énoncé ,pour f E∈ ,  , ( )( ) ( )ax at

x
x I U f x e e f t dt

+∞ −∀ ∈ = ∫ .

a ) Si 1f = , f E∈  et 
1

, ( )( )
ax

ax at ax

x

e
x I U f x e e dt e

a a

−+∞ −∀ ∈ = = × =∫  .  
1

( )U f
a

=  .

b ) Soit ,f g E∈ et λ ∈ R . , ( )( ) ( )( )ax at

x
x I U f g x e e f g t dtλ λ

+∞ −∀ ∈ + = +∫

                                                                                  = ( ) ( )ax at ax at

x x
e e f t dt e e g t dtλ

+∞ +∞− −+∫ ∫ (int.  cv)

                                                                                  ( ) ( )U f U gλ= + .

U est linéaire . De plus si f E∈ , alors d’après 1 ) , ( )g U f= est continue ( car 1C ) et bornée sur I ,

autrement dit g E∈ . CCL : ( )U E∈L .



c ) Si ( )g U f=  , alors , '( ) ( ) ( ) 0x I g x ag x f x∀ ∈ − + = . On a donc ( ) 0 0E EU f f= ⇒ = .

Comme U est linéaire , 0 ( ) 0E Ef U f= ⇒ = . CCL : { }0 . est injectifEKerU U= .

d ) Montrons par récurrence que pour tout ,n ∈ N on a 1 ( )
( ): ( )

!

n
n ax at

x

t x
U f x e e f t dt

n

+∞+ −−→ ∫ pour toute

fonction f de E .

•  La pté est vraie pour 0n = d’après 1 ) d ) .

• Soit n ∈ N . Supposons 1 ( )
, ( )( ) ( )

!

n
n ax at

x

t x
x I U f x e e f t dt

n

+∞+ −−∀ ∈ = ∫ pour tout f E∈ .

Soit f E∈ . Alors ( )U f E∈ et donc ( ) ( )2 1 ( )
, ( )( ) ( ) ( ) ( )

!

n
n n ax at

x

t x
x I U f x U U f x e e U f t dt

n

+∞+ + −−∀ ∈ = = ∫
Posons ( )g U f=  et ( ) ( )( ) ( )at ath t e U f t e g t− −= = . Alors ( ) ( ( ) ( )) ( )at ath t e g t ag t e f t− −′ ′= − = −

et par IPP , pour 0A > , ( ) ( )
1 1( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ))
! ( 1)! ( 1)!

An n n
A Aat at at

x x
x

t x t x t x
e U f t dt e U f t e f t dt

n n n

+ +
− − − − − −= − − + + 

∫ ∫

( ) ~n aA n aA

A
A x e A e− −

→+∞
− donc par croissances comparées , puisque ( )U f est bornée  ( ( ) )U f E∈  ,

lim ( ) ( )( ) 0n aA

A
A x e U f A−

→+∞
− × = .

On en déduit ( )
1

2( ) ( )
lim ( ) ( ) ( )( )

( 1)! !

n n
A at at ax n

x xA

t x t x
e f t dt e U f t dt e U f x

n n

+ +∞− − − +

→+∞

− −= = ∈
+∫ ∫ R

et par suite 
1

2 ( )
, ( )( ) ( )

( 1)!

n
n ax at

x

t x
x U f x e e f t dt

n

++∞+ −−∀ ∈ =
+∫R

• CCL : 1 ( )
, ( ) : ( ) pour tout 

!

n
n ax at

x

t x
n U f x e e f t dt f E

n

+∞+ −−∀ ∈ → ∈∫N

3 ) a) ( ) kx
kf x e−= avec 0k ≥ . f E∈  et 

( )
( ), ( )( )

a k x kx
ax a k t ax

k x

e e
x I U f x e e dt e

a k a k

− + −+∞ − +∀ ∈ = = × =
+ +∫ .

On en déduit 
1

( )k kU f f
a k

=
+

.

b ) Puisque 0k Ef ≠ , pour tout 0k ≥ ,  
1

a k+
est une valeur propre de U  et { }1

0E EKer U Id
a k

 − ≠ + 
.

Lorsquek décrit[ [0,+∞ ,
1

a k+
décrit

1
0,

a
 
  

(
1

x
a x

→
+

continue et strictement décroissante sur [ [0,+∞ ) .

CCL : { }1
0, , ( ) 0E EKer U Id

a
λ λ ∀ ∈ − ≠  

.

c ) Par récurrence immédiate , (U est linéaire ) , 
1

, ( )
( )

n
k kn

n U f f
a k

∀ ∈ =
+

N  .

Soit x I∈  . 
1

( )( ) ( )
( ) ( )

kx
n

k kn n

e
U f x f x

a k a k

−

= =
+ +

. On a 0a > et 0k ≥  .

Si 1 , lim ( )( ) . Si 1 , lim ( )( ) ( ) . Si 1 , lim ( ) 0n n n
k k k k

n n n
a k U f x a k U f x f x a k U f

→+∞ →+∞ →+∞
+ < = +∞ + = = + > = .



4 ) a ) Si sinf = , f E∈  et , ( )( ) sinx t

x
x I U f x e e t dt

+∞ −∀ ∈ = ∫ .

Soit x I∈ et A x> .Par une double IPP ,

sin sin cos sin sin cos sin
A A AA At t t A x t t

x xx x x
e tdt e t e tdt e A e x e t e tdt− − − − − − −   = − + = − + + − −   ∫ ∫ ∫

et donc 2 sin sin sin cos cos
A t A x A x

x
e tdt e A e x e A e x− − − − −= − + − +∫ .

Par PAL (A → +∞ ) , comme sin et cos sont bornées et lim 0A

A
e−

→+∞
= ,

on obtient [ ]1
sin sin cos

2
t x

x
e tdt e x x

+∞ − −= +∫ et par suite [ ]1
(sin) sin cos

2
U = + .

Par la  même méthode , on obtient [ ]1
(cos) sin cos

2
U = − + .

b) (sin,cos)P Vect= .
D’après 4 ) a ),  (sin)U P∈ et (cos)U P∈ donc , , ( sin cos) (sin) (cos)U U U Pλ µ λ µ λ µ∀ ∈ + = + ∈R  :

est stable par P U .

sin cos 0 , sin cos 0E x I x xλ µ λ µ+ = ⇒∀ ∈ + = . Avec 
2

x
π= et π , on obtient 0λ =  et 0µ = .

(sin,cos)est donc une famille libre et par suite (sin,cos) base de P et 
(sin,cos)

1 11
( )

1 12PM mat U
− 

= =  
 

.

c ) 2 3 40 2 2 2 4 01 1 1
, ,

2 0 2 2 0 44 8 16
M M M

− − − −     
= = =     − −     

.

4
2

1

4
M I= − donc 4 4 1 4 2 2 4 3 3

2

1 1 1 1
, ( ) , ( ) , ( ) , ( )

4 4 4 4
k k k k k k k kk M I M M M M M M+ + +∀ ∈ = − = − = − = −N .

1
1 1

4
− < − <  donc 

1
lim ( ) 0

4
k

k→+∞
− = et par suite 

0 0
lim

0 0
n

n
M

→+∞

 
=  
 

.

5 ) ( ) x n
n x e xϕ −= . n Eϕ ∈  et ( 1), ( ) ( )( ) ax n a t

n n x
x I x U x e t e dtψ ϕ

+∞ − +∀ ∈ = = ∫ .

a ) Soit *n ∈ N  . Soit x I∈ et A x> . Par  IPP , ( 1) ( 1) 1 ( 1)1

1 1

A
A An a t n a t n a t

x x
x

n
t e dt t e t e dt

a a
− + − + − − + = − + + + 

∫ ∫

Par PAL (A → +∞ ) ,on obtient , puisque par croissances comparées , ( 1)lim 0n a A

A
A e− +

→+∞
= ,

( 1) ( 1) 1 ( 1)1

1 1
n a t n a x n a t

x x

n
t e dt x e t e dt

a a

+∞ +∞− + − + − − += +
+ +∫ ∫  et donc 1

1
( ) ( ) ( )

1 1n n n

n
x x x

a a
ψ ϕ ψ −= +

+ +
.

CCL : *
1

1
,

1 1n n n

n
n

a a
ψ ϕ ψ −∀ ∈ = +

+ +
N .

b ) 0 1( , ,..., )p pF Vect ϕ ϕ ϕ= . 0 0 1 0 0 0

1
( ) donc et ( )

1
xx e f U

a
ϕ ϕ ψ ϕ ϕ−= = = =

+
 .

On en déduit 0( ) pU Fϕ ∈ et comme 1

1
( ) ( )

1 1n n n

n
U U

a a
ϕ ϕ ϕ −= +

+ +
, on a par récurrence immédiate ,

[ ]0, , ( )n pn p U Fϕ ∀ ∈ ∈   . CCL :  est stable par pF U .



Soit 0 1, ,..., pλ λ λ ∈ R . 0 0 1 1 0 1... 0 , ... 0p
p p E px I x xλ ϕ λϕ λ ϕ λ λ λ+ + + = ⇒∀ ∈ + + + =  ( car 0xe− ≠ )

Le polynôme 0 1 ... p
pX Xλ λ λ+ + + s’annule donc une infinité de fois . Par suite il est égal au polynôme

nul et donc 0 1 ... 0pλ λ λ= = = = . 0 1( , ,..., )pϕ ϕ ϕ est donc une famille libre de E  .

Par suite 0 1( , ,..., ) base de p pFϕ ϕ ϕ .

 c ) 0 0

1
( )

1
U

a
ϕ ϕ=

+
. 1 1 1 0 1 02

1 1 1 1
( )

1 1 1 ( 1)
U

a a a a
ϕ ψ ϕ ψ ϕ ϕ= = + = +

+ + + +

2 2 2 1 2 1 02 3

1 2 1 2 2
( )

1 1 1 ( 1) ( 1)
U

a a a a a
ϕ ψ ϕ ψ ϕ ϕ ϕ= = + = + +

+ + + + +
.

On en déduit 
0 1 2

1 1 2 1 2
1

2 3 21 1( 1) ( 1) ( 1)
11 2 2

0 0 12 121 1( 1)( , , )
0 0 11

0 0
1

( )
a aa a a

aa aa

a

T mat U
ϕ ϕ ϕ

   
   + + + + + 
   
   
  ++ + +   
        + 

= = = .

On a 2

1

1
T A

a
=

+
 avec 3A I N= +  et 3 0N = . D’où comme 3I et A commutent ,

2
2 3 3

1 1
2 , ( ) ( )

1 2( 1) ( 1)
n n

n n

n n
n T I N I N N

a a

   
∀ ≥ = + = + +   + +    

.

On obtient 2 ,n∀ ≥

2
1

21 ( 1)
1 2

0 12 1( 1)
0 0 1

n n n

a a
n n

n aa
T

 + 
+ +

 
 
 ++  
 
  
 

= ( formule valable aussi pour 0n = et 1n = ).

0a > donc 1 1a + > . On en déduit pour 0α > ,  (( 1) )n

n
n o aα

→+∞
= + et par suite 2

0 0 0

lim 0 0 0

0 0 0

n

n
T

→+∞

 
 =  
 
 

.

6 )  Soit f E∈  . , ( )( ) ( )ax at

x
x I U f x e e f t dt

+∞ −∀ ∈ = ∫ .

Effectuons le changement de variable t x u= + dans l’intégrale convergente ( )at

x
I e f t dt

+∞ −= ∫  .

u u x→ + est 1C et strictement croissante sur [ [0,+∞ .

( )

0
( )(1 )a x uJ e f x u du

+∞ − += + ×∫ est de même nature ( donc cv ) et égale à I .

On en déduit )

0
( ) )ax auJ e e f x u du

+∞− −= +∫ et donc 
0

, ( )( ) ( )atx I U f x e f x t dt
+∞ −∀ ∈ = +∫ .

7 ) a ) Soit f E∈ . Alors f E∈ ( continue et bornée sur I ) et d’après 6 ) ,

0 0
, ( )( ) ( ) ( )at atx I U f x e f x t dt e f x t dt

+∞ +∞− −∀ ∈ = + ≤ +∫ ∫ (intégrales convergentes et bornes dans le

bon sens) . On en déduit 
0

, ( )( ) ( ) ( )( )atx I U f x e f x t dt U f x
+∞ −∀ ∈ ≤ + =∫ .

CCL : , ( ) ( )f E U f U f∀ ∈ ≤ .

b ) Soit Eϕ ∈  à valeurs positives . Soit x I∈  . Alors [ [0, , ( ) 0att e x tϕ−∀ ∈ +∞ + ≥ et par intégration

(intégrale convergente et bornes dans le bon sens), 
0

( ) 0ate x t dtϕ
+∞ − + ≥∫ . Par suite ( ) ( )( ) 0x U xψ ϕ= =≥ .

CCL : Si est à valeurs positives,alors ( )est à valeurs positivesE Uϕ ψ ϕ∈ = .



c ) Supposons ϕ décroissante sur I . Soit x I∈  . Alors [ [0, , ( ) ( )t x t xϕ ϕ∀ ∈ +∞ + ≤ et donc ,

[ [0, ,t∀ ∈ +∞ ( ) ( )at ate x t e xϕ ϕ− −+ ≤ . Par intégration (intégrales convergentes et bornes dans le bon sens),

on obtient 
0 0

1
( ) ( ) ( )at ate x t dt e x dt x

a
ϕ ϕ ϕ

+∞ +∞− −+ ≤ = ×∫ ∫  autrement dit  
( )

( )
x

x
a

ϕψ ≤ .

Comme 0a >  , aψ ϕ≤ .
Or ( )Uψ ϕ= donc , ( ) ( ) ( ) 0x I x a x xψ ψ ϕ′∀ ∈ − + = ce qui entraîne , ( ) 0x I xψ ′∀ ∈ ≤ ./

CCL : décroissante sur Iψ .

8 ) a ) Soit 1f E∈ . Alors f ′ est continue ( puisque 1C )  et bornée sur I et donc f E′∈ .

D’après 6 ) , 
0

, ( )( ) ( )atx I U f x e f x t dt
+∞ −′ ′∀ ∈ = +∫ .

Soit x I∈ et 0A > . Par IPP , 
00 0

( ) ( ) ( )
A AAat at ate f x t dt e f x t a e f x t dt− − −′  + = + + + ∫ ∫

                                                               
0

( ) ( ) ( )
AaA ate f x A f x a e f x t dt− −= + − + +∫ .

Par PAL (A → +∞ ) , comme f est bornée sur I ( f E∈ ) et lim 0aA

A
e−

→+∞
= , on obtient

, ( )( ) ( ) ( )( )x I U f x f x aU f x′∀ ∈ = − + et donc ( ) ( )aU f f U f ′= + .

b ) Posons ( )g U f= . Puisque g vérifie par définition , ( ) ( ) ( ) 0x I g x ag x f x′∀ ∈ − + =  , on a

( ( )) ( )D U f aU f f= − .On déduit du 8 ) a ) , ( ( )) ( ( ))D U f U D f= .

c ) On en déduit  avec le 7 ) b) que si ( ) 0D f ≤ alors ( ( )) ( ( )) ( ( )) 0D U f U D f U D f= = − − ≤ .

On retrouve que  si positive et décroissante alors ( ) décroissante f U f .

II )  1 ) Supposons ( ) ( ( ))
x

x o xα β
→+∞
= . Alors ( ) ( ( ))

x
x o xα β

→+∞
= et comme 

1
( )x dxβ

+∞

∫  cv ,

on a par critère de comparaison , les fonction étant positives , 
1

( )x dxα
+∞

∫  abs cv donc cv .

( ) ( ( ))
x

x o xα β
→+∞
=  donc 0, , ( ) ( )A t A t tα ε β∃ > ∀ ≥ <  

ce qui entraîne puisque , ( ) 0t I tβ∀ ∈ > , que pour x A≥ ,  ,t x∀ ≥  ( ) ( )t tα ε β< .

On en déduit , ( ) ( ) ( )
x x x

x A t dt t dt t dtα α ε β
+∞ +∞ +∞

∀ ≥ ≤ ≤∫ ∫ ∫  avec ( ) 0
x

t dtβ
+∞

>∫ .

Finalement on a montré : 
( )

0, 0, ,
( )

x

x

t dt
A x A

t dt

α
ε ε

β

+∞

+∞∀ > ∃ > ∀ ≥ ≤
∫

∫
 autrement dit

( )
lim 0

( )

x

x

x

t dt

t dt

α

β

+∞

+∞→+∞
=

∫

∫
.

CCL: ( )( ) ( )
x xx

t dt o t dtα β
+∞ +∞

→+∞
=∫ ∫ .

b ) Supposons ( ) ~ ( )
x

x xα β
→+∞

. Comme 
1

( )x dxβ
+∞

∫  cv , on a par critère de comparaison , les fonctions

étant positives , 
1

( )x dxα
+∞

∫   cv . On a ( ) ( ) ( ( ))
x

x x o xα β β
→+∞
= + autrement dit ( )( ) ( ( ))

x
x o xα β β

→+∞
− = + .

En appliquant le 1 ) a ) , on obtient ( )( )( ) ( )
x xx

t dt o t dtα β β
+∞ +∞

→+∞
− =∫ ∫ , puis par linéarité ,

( )( ) ( ) ( )
x x xx

t dt t dt o t dtα β β
+∞ +∞ +∞

→+∞
= +∫ ∫ ∫ et donc ( ) ~ ( )

x xx
t dt t dtα β

+∞ +∞

→+∞∫ ∫ .



2 ) Supposons lim ( ) 0
t

f t
→+∞

= . Alors ( ) (1)
t

f t o
→+∞
= et aussi ( ) ( )at at

t
e f t o e− −

→+∞
=  .

En appliquant le 1 ) a ) avec ( ) 0att eβ −= > , on obtient ( )( )at at

x xx
e f t dt o e dt

+∞ +∞− −

→+∞
=∫ ∫

et donc ( ) ( )
ax

ax at ax

x x

e
g x e e f t dt e o

a

−+∞ −

→+∞

 
= = ×  

 
∫ . Finalement ( )( ) 1

x
g x o

→+∞
=  et lim ( )( ) 0

x
U f x

→+∞
= .

Supposons maintenant *lim ( )
t

f t b
→+∞

= ∈ R . Alors ( ) ~
t

f t b
→+∞

 et aussi ( ) ~at at

t
e f t be− −

→+∞
.

En appliquant le 1 ) b ) avec ( ) 0att beβ −= > , on obtient ( ) ~at at ax

x xx
e f t dt be dt be

+∞ +∞− − −

→+∞
=∫ ∫

et donc ( ) ~ ax ax

x
g x e be b−

→+∞
× = .

CCL : Si   lim ( ) , lim ( )( )
t x

b
f t b U f x

a→+∞ →+∞
= ∈ =R .

3 ) a ) On pose pour 
1

0 et , ( )t I f t
tω ωω > ∈ = . f Eω ∈  et 

1
, ( ) ( )( ) ax at

x
x I g x U f x e e dt

tω ω ω

+∞ −∀ ∈ = = ∫ .

Soit x I∈ et A x> . Par  IPP , 11
A

A Aat at at

x x
x

t e dt t e t e dt
a a

ω ω ωω− − − − − − − = − −  
∫ ∫

Par PAL (A → +∞ ) ,on obtient , puisque  lim 0aA

A
A eω− −

→+∞
= ,

1

at ax at

x x

e e e
dt dt

t a x a tω ω ω
ω− − −+∞ +∞

= −∫ ∫

et donc 1

1
( ) ( ) ( )g x f x g x

a aω ω ω
ω

+= − . ( autre meth : appliquer le I ) 8 ) a ) en utilisant 1f fω ωω +
′ = − )

1( ) 1

( )

at

at

e f t

e f t t
ω

ω

−
+

− = donc 1( ) ( ( ))at at

t
e f t o e f tω ω

− −
+ →+∞

=  avec ( ) 0ate f tω
− >  et

1
( )ate f t dtω

+∞ −
∫ convergente  (f Eω ∈ ).

En appliquant le 1 ) a ) avec ( ) ( )att e f tωβ −= , on obtient ( )1( ) ( )
x

g x o g xω ω+ →+∞
= .

On en déduit ( )1
( ) ( ) ( )

x
f x g x o g x

a ω ω ω→+∞
= + et donc 

1
( ) ~ ( )

x
g x f x

aω ω→+∞
.

b ) Soit  *n ∈ N et 0t > . Appliquons l’inégalité de Taylor Lagrange à l’ordre n à la fonction
h auu e−→ 1nC +  sur [ ]0,t .  On a [ ] ( )0, , ( ) ( )k k auu t h u a e−∀ ∈ = −  et   ( 1) 1( )n nh u a+ +≤  car 0au− <  .

On obtient 
1

( ) 1

0

( ) (0)
! ( 1)!

k nn
k n

k

t t
h t h a

k n

+
+

=
− ≤

+∑   i.e. 
1

1

0

0, ( )
! ( 1)!

k nn
at k n

k

t t
t e a a

k n

+
− +

=
∀ > − − ≤

+∑ .

On en déduit 
1

1

1

1
0, ( )

! ( 1)!

at k nn
k n

k

e t t
t a a

t t k n

− −
+

=
∀ > − − − ≤

+∑

Soit x I∈ . Par intégration d’inégalité sur [ ]1,x ( 1x ≥ ), on obtient

1 1 1

1 1 1
1 1

1 1
( ) ( )

! ! ( 1)!

at k at k nn nx x xk k n

k k

e t e t a
a dt a dt t dt

t t k t t k n

− − − − +

= =

 
− − − ≤ − − − ≤  + 

∑ ∑∫ ∫ ∫  autrement dit

1 1

1
1

1
ln ( 1) ( 1)

! ( 1)! 1

at k n nnx k k

k

e a a x
dt x x

t kk n n

− + +

=

 −− − − − ≤  + + 
∑∫ .    On a      

1 1 11 ( )
~

( 1)! 1 ( 1)!( 1)

n n n

n

a x ax

n n n n

+ + +

→+∞

 −
 + + + + 

.

Comme ( ) ( !)n

n
ax o n

→+∞
=  , on obtient à l’aide du théorème d’encadrement ,

1
1

lim ln ( 1) ( 1)
!

k atn xk k

n
k

a e
x x dt

kk t

−

→+∞ =

+ − − =∑ ∫ .CCL : 
1

1

ln ( 1) ( 1)
!

at k
x k k

k

e a
dt x x

t kk

− +∞

=

= + − −∑∫ .



1 1 1

1
, ( )

at at
xax at ax

x

e e
x I g x e e dt e dt dt

t t t

− −+∞ +∞−  
∀ ∈ = = − 

 
∫ ∫ ∫ et donc avec le résultat précédent

1 1
1

, ( ) ln ( 1) ( 1)
!

k at
ax k k

k

a e
x I g x e x x dt

kk t

−+∞ +∞

=

 
∀ ∈ = − − − − + 

 
∑ ∫ .

4 ) a ) Soit f E∈ . , ( ) ( )ax at

x
x I g x e e f t dt

+∞ −∀ ∈ = ∫  .

Supposons ( ) ( ( ))
t

f t o f tω→+∞
= . Alors on a aussi ( ) ( ( ))at at

t
e f t o e f tω

− −

→+∞
=  avec ( ) 0ate f tω

− >  et

1
( )ate f t dtω

+∞ −
∫  cv ( f Eω ∈ ). En appliquant le 1 ) a ) avec ( ) ( )att e f tωβ −= , on obtient ( )( ) ( )

x
g x o g xω→+∞

= .

b ) Supposons ( ) ~ ( )
t

f t f tω→+∞
. Alors on a aussi ( ) ~ ( )at at

t
e f t e f tω

− −

→+∞
 avec ( ) 0ate f tω

− >

et 
1

( )ate f t dtω

+∞ −
∫  cv ( f Eω ∈ ). En appliquant le 1 ) b ) avec ( ) ( )att e f tωβ −= , on obtient ( ) ~ ( )

t
g x g xω→+∞

.

Avec le 3 ) a ) , on déduit 
( )

( ) ~
t

f x
g x

a
ω

→+∞
 et comme ( ) ~ ( )

t
f t f tω→+∞

,   
( )

( ) ~
t

f x
g x

a→+∞
.

III ) 1 ) a ) ( ) kx
kf x e−= avec 0k > . On a vu I ) 3 ) que 

1
( )k k kg U f f

a k
= =

+
.

Comme 
1

0, lim
k

A kt

A

e
k e dt

k

−
−

→+∞
> = ∈∫ R  , 

1
( ) convergentekg t dt

+∞

∫ .

b ) On a vu au 3 ) a ) que 
1

( ) ~ ( ) 0
x

g x f x
aω ω→+∞

> donc les intégrales 
1 1

( ) et ( )g t dt f t dtω ω

+∞ +∞

∫ ∫ sont de

même nature .
1 1

1
( )f t dt dt

tω ω

+∞ +∞
=∫ ∫ cv  ssi  1ω >  (Riemann ) donc 

1
( ) convergente  ssi 1g t dtω ω

+∞
>∫ .

2 ) Supposons f E∈ , 0f ≥  et 
1

( )f t dt
+∞

∫ cv . f etg sont continues sur I donc F etG sont

respectivement les primitives de f etg sur I qui s’annulent en 1 .

a ) Par hypothèse , ( ) ( ) ( ) 0t I g t ag t f t′∀ ∈ − + = .

En intégrant sur [ ]1,x , on obtient pour x I∈ , ( ) (1) ) ( ) 0g x g aG x F x− − ( + = et donc (1)G aG F g′ − = − + .

b ) F est continue sur I puisque dérivable .

Puisque 0f ≥  et 
1

( )f t dt
+∞

∫ cv , on a  [ [
1 1

1, , 0 ( ) ( )
x

x f t dt f t dt
+∞

∀ ∈ +∞ ≤ ≤∫ ∫ . F est donc bornée .

CCL : F E∈  .

On en déduit (1)F g E− ∈  et puisque U est linéaire , 
(1)

( (1)) ( ) (1) (1) ( )
g

U F g U F g U U F
a

− = − = −  .

Puisque (1) 0G aG F g′ − + − = , il existe , d’après I ) 1) a ) , un réel C tel que

( ) ( )1 1
, ( ) ( ( ) (1)) ( ( ) (1)) ( ( ) (1))

xax at ax at at

x
x I G x e C e F t g dt e C e F t g dt e F t g dt

+∞ +∞− − −∀ ∈ = − − = − − + −∫ ∫ ∫

En posant 
1

( ( ) (1))atK C e F t g dt
+∞ −= − −∫ , on déduit  ( ) (1)

, , ( ) ( ) ( )ax g
K x I G x Ke U F x

a
∃ ∈ ∀ ∈ = + −R .



c ) Soit x I∈ . ( ) ( )ax at

x
g x e e f t dt

+∞ −= ∫  donc comme 0f ≥  ,
1

( )f t dt
+∞

∫ cv et att e−→ décroissante ,

1
0 ( ) ( ) ( )ax ax

x
g x e e f t dt f t dt

+∞ +∞−≤ ≤ ≤∫ ∫ . On en déduit 
1 1

0 ( ) ( ) ( 1) ( )
x

G x g t dt x f t dt
+∞

≤ = ≤ −∫ ∫ .

Finalement 
1

( )
, 0 ( )

G x
x I f t dt

x

+∞
∀ ∈ ≤ ≤ ∫  : 

( )
est bornée sur 

G x
x I

x
→ .

( autre méthode : g E∈ donc g est bornée sur I  et 
1

( ) 1 1
, ( ) ( 1)sup ( )

x

t I

G x
x I g t dt x g t

x x x ∈
∀ ∈ ≤ ≤ −∫

Par suite 
( )

, sup ( )
t I

G x
x I g t

x ∈
∀ ∈ ≤   ) .

d ) Par définition ( )U F est  bornée . D’après 2 ) b ) ,   ( ) (1)
, ( ) ( ) ( )ax g

x I G x Ke U F x
a

∀ ∈ = + −  .

Si 0K ≠  , 
( )

lim ( ( )
x

G x
sign K

x→+∞
= × ∞  (car ( )ax

x
x o e

→+∞
= ) .Impossible puisque 

( )
est bornée sur 

G x
x I

x
→ .

On en déduit 0K = et donc 
(1)

( )
g

G U F
a

= −  .

e ) Puisque ( )U F est  bornée , G est donc majorée et comme 0G g′ = ≥  car 0f ≥ (voir I )7)b) ) ,

 G est croissante sur I . On en déduit que G admet une limite finie en +∞  : 
1

( ) convergenteg t dt
+∞

∫  .

3 ) Supposons f E∈ et 
1

( )f t dt
+∞

∫ cv . Alors f E∈ à valeurs positives et d’après 2)e) ,

1
( ) ( ) est convergenteU f t dt

+∞
  ∫ .

D’après I ) 7) a), 0 ( ) ( )U f U f≤ ≤ , donc d’après le critère de comparaison , les fonctions étant

positives , 
1

( ) ( ) est convergenteU f t dt
+∞

∫  . CCL : 
1

( ) est absolument convergenteg t dt
+∞

∫ .



Autre meth pour I ) 2 ) d )

d ) 2 2( ) ~n at n at

t
t t x e t e− + −

→+∞
× − donc par croissances comparées , puisque f est bornée   ,

2lim ( ) ( ) 0n at

t
t t x e f t−

→+∞
× − × = .On en déduit que pour x I∈ , 

( )
( ) est abs convergente

!

n
at

x

t x
e f t dt

n

+∞ −−
∫

Posons pour x I∈ et  n ∈ N  , ( )ng x = ( )
( )

!

n
ax at

x

t x
e e f t dt

n

+∞ −−
∫ . ( on a 0g g= ) ( ng bornée ?t u x= + )

Montrons par récurrence que 1, ( )n
nn U f g+∀ ∈ =N .

•  La pté est vraie pour 0n = puisque 0( )U f g g= = .

• Soit n ∈ N . Supposons 1( )n
nU f g+ =  et posons ( ) ( )ax

n nh x e g x−= =
( )

( )
!

n
at

x

t x
e f t dt

n

+∞ −−
∫

Alors pour x I∈ , 
1 1

1
1

0

1( ) 1
( ) ( ) ( ) ( )

( 1)! ( 1)!

n n
at n k k at

n x x
k

nt x
h x e f t dt x t e f t dt

kn n

+ ++∞ +∞− + − −
+

=

+ −= = − + +  
∑∫ ∫ .

Comme ( )k at

x
t e f t dt

+∞ −
∫ =

1 1
( ) ( )

xk at k att e f t dt t e f t dt
+∞ − −−∫ ∫  , ( )k at

x
x t e f t dt

+∞ −→ ∫ est une primitive sur I

de ( )k axx x e f x−→ − et donc
1

1
1

0

11
( ) ( 1 )( ) ( ) ( ) ( )

( 1)!

n
n k k at n k k ax

n x
k

n
h x n k x t e f t dt x x e f x

kn

+ +∞− − + − −
+

=

+   ′ = − + − − − −    +  
∑ ∫

ce qui s’écrit 

1

1
1 1

1
0 0

(1 1) 0

11
( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

!
n

n n
n k k at n n ax k

n x
k k

n n
h x x t e f t dt x e f x

k kn
+

++∞− − + + −
+

= =

= − =

+   ′ = − − − − −   
   

∑ ∑∫
�������

ou encore 1
0

1 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

! !

nn
n k k at at

n x x
k

n t x
h x x t e f t dt e f t dt

kn n

+∞ +∞− − −
+

=

  −′ = − − = − 
 

∑∫ ∫ .

On trouve donc 1 ( ) ( )n nh x h x+
′ = −  ce qui se traduit par 1 1( ( ) ( )) ( )ax ax

n n ne ag x g x e g x− −
+ +

′− + = − ,

autrement dit 1 1, ( ) ( ) ( ) 0n n nx E g x ag x g x+ +
′∀ ∈ − + =  . D’où 2

1 ( ) ( )n
n ng U g U f+

+ = = .

• CCL : 1 ( )
, ( ) : ( )

!

n
n ax at

n x

t x
n U f g x e e f t dt

n

+∞+ −−∀ ∈ = → ∫N .


