I)1)a)Posons pouxdl, @¢(x)=e>y(x). Alors OxO1 , [¢'(X) =e ™ (—ay(x) + Y (X))|
On en déduit quey est solution d€E, ) si et seulement dixO1, e*¢'(x) + f (x) = Oautrement dit

si et seulement dixd1, ¢'(x)=—-e*f(x). f DEdoncx — e *f(x) est continue suf et par suite

X > J'lx e f (t)dt est 'unique primitive dex — e > f (x) qui s'annule en 1.

Finalementy est solution d€E, ) si et seulement si il existé IR, OxO1, ¢(x) = —jlx e f(t)dt+K.

CCL : yest solution d€E, ) si et seulement si il existé OR, OxO 1, y(x) = eax( K —LX ef (t)dt) .

b ) Supposong, et y, deux solutions d€E,) bornées sut .

Alors il existe K, K, OR, OxO 1, y,(x) =eax( Kl—jlx ef (t)dt) et y,(x) =eax( KZ—LX e f (t)dt)
etil existeM,,M,0OR, OxOI, |y,(X)| < M et|y,(x)| < M,.

On en déduitix 01, y,(x) - y,(x) =™ (K,~K,) et par suitedx 01, 0<|K, —K,|<e™ (M, +M,).

Commelim €® =0( a>0), nécessairemeri{, =K, et doncy, = ,.

X — +oo

CCL : S'il existe une solution déE,) bornée sui , celle ci est unique .

c) f OEdonct — e f (t) est continue su[1,+oo[ et Lm e f (t)dt est impropre enre .

De plusf est bornée donc il existd OR, Ot01, 0<|e™ f (t) < Me™ .

-at X -2 +o00
Or lim : e dt = lim [_e_} =% pr doncj'l e “dt convergente et d’apres le critére de
X — +00 X — +00 a a

comparaison ,les fonctions étant positivegof e f (t)dt est absolument convergente donc cogeste

d ) On en déduit que pour toutl 1, e™f(t)dt cvet| e f (t)dt = :""e-at f ()t - | 1 e f (t)dt .
D’aprés 1) a) gest solution d€E,) (avecK = j:we‘m f(t)dt) .

De plusOxO1 U‘” e f (t)dt| < j‘” e f (t)]dt < Mj:“’ edt = M ?et doncOxO1, |g(x) s%

On peut conclure avecle1)b), @gest l'unique solution deE(¢ ) qui soit Inée sut |.

2 ) On a avec les notations de I'énoncé ,pblutE, |[OxO 1, U(f)(x) =eaxj:m e f (t)dt |

a)Sif=1, fOE etOxOl, U(f)(x)=eaxj+we‘atdt:eaxxe—:l. u(f)y=2|.
X a a a

b)Soitf gEet AOR. OxOI, U(Af +g)(x):eaxj’+°o e (Af +g)(t)dt

= 2e”[ :°° e f (t)dt+e”[ :‘” edg(t)dt (int. cv)

=AU (f)+U(Qg).
U est linéaire . De plus si OE, alors d’aprés 1) g =U (f)est continue ( ca€") et bornée sut ,
autrement ditgJE. CCL : |U OL(E)|



c)Sig=U(f),alorsOxOl, g'(x)—ag(x)+ f(x)=0.OnadondJ(f)=0.= f =0;.
CommeU est linéaire ,f =0, = U (f)=0.. CCL : |[KerU ={OE} .U est injectif,

d ) Montrons par récurrence que pour talN,on aU"™ (f): x - axj e % f (t)dt pour toute

fonction f de E.

» La pté est vraie poun=0d’aprés 1)d).

+ Soit nON. SupposongIxdIl , U™ (f)(x)= eaxj "= X) ~2 e®f (t)dt pour tout f E.

X)

Soit f OE. Alors U (f YOE et doncOxO1 ,U™?(f)(x) = u”*l(U(f) ()= ean e U (f))dt

Posonsg =U(f) et h(t)=e*U(f)(t) =e *g(t). Alors h'(t) =e™(g'(t) - ag(t)) =—e % f (1)
Alt-X)" 4 [ t=x™ =0 (t X)n+1 -at
et par IPP , pouA>0, IXTe U(f)(t)dt= We j (—e™* f (t))dt

(A- x)”e‘aAA~+ Ae * donc par croissances comparées , puisfj(ie) est bornee(U(f)D E) ,

—

lim (A=x)"e™ xU(f)(A) =0.

_ n+l
On en déduitlim A=)
A-todx (n+1)!

-atf(t)dt_j (=X X) e (f)(t)dt =e>U™?(f)() OR

(t X) n+l

et par suitedxOR, U™ (f)(x) = eaxj D)

e f(t)dt

¢« CCL :|OnON, U™(f): x » eaxj +ww e f (t)dt pour toutf OE
x nl

e—(a+k)x _ e—kx

3)a) f,(x)=e™aveck=0. f OF et OxO1, U(f)(x)=e>[ " e @it = e*x = .
) a) fi(¥) (f)=e"] T

] 1
Onen dedw’U(fk) “TTK fl

b ) Puisquef, # 0., pour toutk >0, est une valeur propre d¢ et Ker (U - K Ej ;t{OE} :

a+k a+

Lorsquek décrif 0, +oo[ , —kdecrlt} }(x R %contlnue et strictement décroissante [g)too| ) .
a a+Xx

CCL : |04 D}o,ﬂ ,Ker U -A1d:)#{Q.}|

c ) Par récurrence immédiatelJ ést linéaire ) [OnON ,U"(f,) :ﬁ f|.
1 —kX
Soit xO1 . U" (f)(x)—( A k()‘( e .Onaa>0etk=0.

Sia+k<1, IimU"(f )(x)=+w .Sia+k=1, limU" (f, )x)=f, x). Siatk>1, limU" (f, )= (




4)a)Sif =sin, fOE etOxOl, U(f)(x):exrm e'sintdt .

Soit xO| et A> x.Par une double IPP,

IA et sintdt:[—e‘t sint]j+J' * &t cosdt = —e* siA+e™ silx+[—e‘t cc@j—j et sidt
et doncZJ' * etsintdt= —e* sinA+e ™ sirk—e® cof+e* cos.

Par PAL (A - +«), comme sin et cos sont bornéediat e * =0,

Ao +oo

on obtientj " etsintdt :%e‘x[sinx+ cox] et par suitelJ (sin)=%[sin+ co$l

Par la méme méthode , on obtiFMcos)zé[— sin+ cok.

b) P =Vect(sin,cos.
D'aprés 4)a),U (sin)PetU (cosIPdoncdA 4OR U @ sinku cosF AU (sinh tJ (co§)P :
Pest stable pad|.

Asint gcos=s Q = 0OxOl A six+y cos= .Avecx:get 77, on obtientd =0 et £ =0.

, I . 1(1 -1
(sin,cos)est donc une famille libre et par sq(tsn,cos) base d'é|et M =mat(U,) =—( j .

(sin,cos) 2 1 1
Mzzl 0 - Mgzi' -2 -2 M4:_1 -4 0
42 0) 8l 2 -2 16l 0 —4)f

(@)
~

1 1 1 1 1 4
M4:__I dOﬂ()DkDN, M4k: _- kl ’ M4k+1: _ = kM ’ M4k+2: _ = kM 2’ M 4(+3: _ = kM 3
12 ( 4) 2 ( 4) ( 4) ( 4)

1 1 e an_(0 0
-1<-=<1donc lim(-=) =0et par suitelim M" = .
4 K — +o0 4 n- +oo 00

5)¢.(x)=e*x". ¢. OE et OxOl, ¢, (X) =U (@,)(X) = eaxj‘:“’ e @Digy

A
a) SoitnON" . SoitxOl et A>x. Par IPP JAt”e"a*l)tdt oL g +LJ' * p-tg- @ gy
X a+l . atlix

Par PAL (A - +) ,on obtient , puisque par croissances compardies A"e @A =0,

Ao +oo

+00 _ 1 _ +00 4 1 n
the @it = ———x"e @+ — | t"e @Vt et doncy, (X) =—— @, (X) +—— ¢, ,(X).
[ vel a+1jx () =7 )+ a(¥)

. 1 n
CCL :|UnUN ¢, =——¢, +——¢. .|
Y a+1¢ a+1w )

b) Fp :Vect(¢o,¢1,---,¢p)- ¢,(x) =e* donc g, = f, ety,=U @, Fﬁ}’o.

On en déduit) (¢,) U F,et commeU (¢,) =ai+l¢n +ai+1u (@,..,), on a par récurrence immédiate ,

OnO[[0,p] .U @,)OF, . CCL : |F, est stable pad |




Soit Ay, Ay, A, OR . AP+ A@ +..+ A @, = 0. = OxO1 Ay +Ax+..+A xP = C(care™ £0)

Le polyndmeA, + A, X +...+ A X P s’annule donc une infinité de fois . Par suitest @jal au polyndme
nul et doncA, =4, =...= A, = 0.(@,,#,,....4, )est donc une famille libre dE .

Par suite(¢,,#,,....¢,) base dg|.

1 1 1 1 1
VU@ =8 VB == gt — 0 Pt a1y

+1°' a+1 ° a+1
1 2 1 2 2

9o

U = = + = + + .
) =to= 4 eV e @+ 1y s @+ 1?¢c
11 2 , 12
atl (a41)?  (at1)® atl (a+1)?
AT = - 1 2 | =1 2
On en déduifT, = r(r;?;(z)) =0 i wapTe®
0 0 1

1

0 =
a+l

1 X
On aT, :—+1A avecA=1,+N et N®*=0. D’oll commel,et Acommutent ,
a

022,72 (I,+N)' =#<ls+(nj'\'+(nj“2)-
(a+1)" @@+ 1 2

2

L n=+n
a+l (a+1)2
On obtientdn=2,[T," = ﬁ o 1 2 |(formule valable aussi pour=0et n=1).
0 0 1

a>0donca+1>1. On en déduit poua >0, n” = o((a+1)")et par suiter!im T, =

— oo — +oo

o O o
o O o
o O O

6) Soit f DE .OxO1, U(f)(x)=€*[ " e™f(t)dt .

Effectuons le changement de variabkex +u dans l'intégrale convergenﬂezj et (tat .
X
u - u+xestCet strictement croissante s\, +co .

J= J‘(:m e 2" f (x+u)(1xdu) est de méme nature ( donc cv ) et égale a

On en déduit) =e™ o e ™ f (x+u)du) et dongCx 11, U (F)(x) = O“” e f (x+t)dt |

7)a) Soitf OE. Alors | f|JE ( continue et bornée sur) et d’aprés 6) ,
oxOl, |U(f)(x)|=‘jo+°° e F (x+ 1)

< I;m |e_atf (x+t)| dt (intégrales convergentes et bornes dans le

bon sens) . On en déduix 1, |U (f)(x)|sj'o+°o e[ f (x+t)|dt=U ( f)(x).

CCL :|Of OE, U (f)[<U(f)|.

b ) Soitg 1E a valeurs positives . Sok[11 . Alors [t D[O,+oo[ , € %@ (x+1)= Oet par intégration

(intégrale convergente et bornes dans le bon s§g+1°§)e‘a‘¢(x+t)dt2 0. Par suitay(x) = U (#)(x) ==0.

CCL : |Si ¢ JE esta valeurs positives,alafs=U ¢ ( )esaleurs positives,




¢ ) Supposong décroissante sulr. Soit x[11 . Alors [t D[O,+oo[ ,@(x+t)< @ (x)et donc,
Ot0[0,+oo[ , €*g(x+1) <€ P(X). Par intégration (intégrales convergentes et lsoda@s le bon sens),

on obtientjo eg(x+t)dt< | ¢( X)

Commea>0 ,|ay < ¢|
Or ¢ =U(¢)donc OxI1, ¢'(x)—ay (X)+@(x) = 0ce qui entraineIx 11, ¢'(X)< 0./
CCL : [y décroissante st

e P(x)dt = #(x) x— autrement dity/(x) < ——

+oo
0

8)a) Soitf OE,. Alors f'est continue ( puisqué') et bornée sut et donc f'JE.
Dapres 6) OxO1, U(f)(x) =] e (x+t)dt .

Soit xO1 et A>0. ParIPPI e ' (x+t)dt=[ e f (x+1) ] +aj e f (x+t)dt

=e-aAf(x+A)—f(x)+aj e f (x+1t)dt .
Par PAL (A - +c), commef est bornée sur ( f OE) et /!lm ® =0, on obtient
OxO1, U(f)(x)=-f(x)+aU (f)(x)et dond au(f)=

b ) Posongg =U (f). Puisqueg vérifie par définitionOx 1, g'(X)—ag(x)+ f(X)=0, on a
DU(f))=aU(f)-f .On déduitdu 8) a)|D(U(f)) =U(D(f))|.

c) On en déduit avecle 7) b) quelXif)<0alors D(U(f))=U(D(f))=-U(-D(f))<0.
On retrouve quéfsi f positive et décroissante aldysf ( ) al:éssante|.

I1) 1) Supposons(x) = 0(B(x)). Alors |a(x)|xiwo(ﬁ(x)) et commej.:mﬂ(x)dx v,

on a par critere de comparaison , les fonctiontgtasitives j:w a(x)dx abs cv donc cv .
a(x) = o(B(x)) doncCA>0, Ot=A, |at)<e|pt)

ce qui entraine puisquet 01, 3(t) >0, que pourx= A, Ot=x, |a(t)|<ep(t).

<[ Xm|a(t)| de<ef X+°° B(t)ct| avec [ :“’ Bt)dt>0.

On en dédui’ﬂ]xz A, ‘ | :‘”a(t)dt

[ “ a(t)dt [ - a(dt
<& autrement ditim ——
0L e Byt

Finalement on a montréde >0, CA>0,[0x= A,

ccL: | :ma(t)dtximo( [ ,[:’(t)dt) .

b) Supposonsr(x) ~ ,B(X). Commej m,B(x)dx Cv, on a par critere de comparaison , les fonstio
étant positives .[ a(x)dx cv.On aa(x) ,[;’(x)+o([>’(x)) autrement dit(a - ,B)(X) = +o(,[>’(x))

En appliquantle 1)a), on obtieJ:nXt (a-p)(t)at = o(J'X [a’(t)dt), puis par linéarité ,

[ :‘”a(t)dt = B(t)dt +ol ,e(t)dt) et dong[ :wa(t)dtx;m [ B(t)dt |




2)Supposon;$irp f(t) =0. Alors 1‘(t)t = 0o(1) et aussie ‘atf(t) = o(e™) .

X - +oo

En appliquantle 1) a ) aveg(t) =e* >0, on obtientJ-X e*f(t)dt = o(J- +me“"’[dt)

et doncg(x):eaxj' e f(t)dt = eaxxo(e?j. Finalementg(x) = o(1) et lim U(f)(¥) =0.

X — +oo

Supposons maintenatim f(t) = bOR". Alors f(t) ~ b etaussie at1‘(t) ~ be -

En appliquantle 1) b) avef(t) =be™ >0, on obtlentj e f(t)dt ~ J' be *dt =be™

X—+0od X

et doncg(x) ~ e*xbe™™ =b.

CCL:[Si lim f)=bOR , limU (f)(x)=—

t - +oo

3)a) On pose pouw>0 ett I ,fw([):tiw. f,O0E etOxOl, gw(x):U(fw)(x)=eaxj e dt.
A
Soit xI et A>x. Par IPP ,J'At“"e‘atdt :[—lt“"e‘f’“} —QJ' Mreteagy
X a X X

Par PAL (A - +0) ,0n obtient pwsquellm A“e =0, J' = —t

Ao +oo

et dongg,,(X) =§ f,(X) —ﬁa)gml(x) . (autre meth : appliquerle) 8) a) en utilisamfw' =-wf,,)

" pa(t)
e-alf 0

En appliquantle 1) a ) aveB(t) =e®f_(t), on obtientg,,,(x) = o(gw(x))

—tdonc EBIfwﬂ(t)t = o(e™f,(t)) avece ™ f, (t)>0 etj e f_(t)dt convergente { ,OE).

On en dedun— fo(®) = 9,(%) +0(g,,(x)) et dong gw(x)X;mg f_(X)|.

b) Soit nON" ett >0. Appliquons l'inégalité de Taylor Lagrange a I'oecha la fonction
udM™. e c™ sur[O t]. Onabud[0.t], h® @)= (-a)e™ et h‘”+l)(u)| <a™ car-au<0 .

tn+l
h(t) - Z

<—a™ je. Ot>0
P (n+1)! o ’

t n+l

(n+1)!

n+l

On obtient

k 1 n
t i

e____z L
C T 2k Y S
Soit xO1 . Par intégration d’inégalité s{it, x| ( x=1), on obtient
e—at
t ot z

) (—-— S falsf]55-1-3

n k n+l n+l __ n+l n+l _ n+1
Snx=Y R ey 2 [ X T g, A [ XL @7
=i kk! (n+)! n+1 (n+)!I\ n+l jr-+(n+1)(n+1)

Comme(ax)n = o(n!) , on obtient a I'aide du théoréme d’encadrement ,

On en déduitt >0,

k-1 n+1
t

(1'

J' t"dt autrement dit

n- +oo

lim In x+2( 1) —1):.[lx$dt .CCL : j —dt—lnx+Z( 1) (x -1\




OxO1, g,(x)= J' dt e [J': —dt J' —dt et donc avec le résultat précédent
t
dt]

Supposonsf (t) = o(f,(t)) . Alors on a ausse * f (t) = o(e™f,(t)) avece ™ f, (t)>0 et

N +00 ak +o @
Oxdl, g,(x)=e {—Inx—z:(—l)"m(x"—1)+.[l
k=1 '

4)a) Soitf OE. OxO1, g(x)=e*[ e f (t)dt .

J' e™f (t)dt cv (f,OE). En appliquantle 1) a) avel(t)=e*f_(t), on obtiemg(x)ximo(gw(x)).

b ) Supposond (t) ~ f,(). Alors on a ausse st f (1) L e®f (t) avece™f (t)>0

etj e f (t)dt cv (f,0E). En appliquantle 1) b) aveé(t)=e™f_(t), on obtientg(x)t~ g,,(x).

( X) f(x)
= |

Avecle3)a),on déduij;(x)t et commef(t) ~ f L), g(x)t:m

l)1l)a)f, k)=e™*aveck>0.Onavul )3)quegk=U(fk):—ik fi-
a

Kk +o00
Commek >0, lim Ae‘k‘dt:eTDR ,L g, (t)dt convergenty.

A- +oo

b)Onavuau3)a) qL@w(x) ~ 1 fw(x) > 0donc les intégrale}g " g,,(t)dt etj;o f, t)dt sont de

méme naturej f,(t)dt= j —dt cv ssi w>1 (Rlemann)don41+wgw(t)dt convergente ssv> |

2 ) Supposond JE, f =0 et I:m f (t)dt cv . f etgsont continues sur donc F etG sont

respectivement les primitives deetg sur | qui s‘annulenten 1 .

a ) Par hypotheselt (11, g'(t)—ag(t)+ f (t) =0.
En intégrant suf1,x], on obtient pouxJ1, g(x) - g(1)-aG(x)+ F (x) = Oet dondG' -aG = -F +g(1)|

b ) F est continue sut puisque dérivable .
Puisquef =0 etJ‘:m f(t)dt cv, on a OxO[L,+eo] , 0< lef (t)dts.[lm f ¢)dt. F est donc bornée .

CCL :[FOE].

On en déduitF —g () E et puisqudJ est linéaire U(F-g@))=U((F)-g@QU O)=U F )—% .
PuisqueG'-aG+F —g(1) =0, il existe , d'apré$ ) 1) a) , un réelCtel que
OxO1, G(x) =e™ ( [ e (F@)- g(l))dt) (c—j:‘” e (FO-g@)t+[ e (F (t)—g(l))dt)

En posant< =c_jl*°° e (F(t) - g(@))dt, on déduit| (K OR, OxO1 , G(x) = Ke* +(U (F)) (X)—% :




c) SoitxOl . g(x) :eaXJ' e f(t)dt donc commef =0 I f(t)dt cv ett — e * décroissante ,

0<g(x)< eanX*“e-aXf (t)dt sjl* f ()dt. On en déduiD<G(x) = [ "g(t)dt < (x—1)jl+°° f ()t .

FinalementOxO 1, Os@s j:m ft)dt :|x - % est bornée sur|.
X
. . G(x)| _1px 1
( autre méthode g E donc g est bornée sut et OxO| , < _.[1 lg(t)|dt <=(x-1)supg ¢ )
X X X tal
Par suiteOx 1 , S0P sudg €) )
X tol

d ) Par définitionJ (F)est bornée . D’aprés 2) b)) OxO1 , G(x) = Ke* +(U (F))(x)—% :
( X)

SiK#0, I|m ( X =(sign(K) xe (car x = o(e®)) .Impossible puisque — est bornée sur.

On en déduiet dond G =U (F) —% .

e ) PuisquéJ (F)est bornée G est donc majorée et comn@&E=g=0 car f 20(voirl )7)b)),

G est croissante sur. On en déduit qu& admet une limite finie erroo : jl+wg(t)dt convergenty .

3) Supposond O E et J'1+°°| f (t)[dt cv . Alors|f|OE a valeurs positives et d’aprés 2)e) ,

Lm [U(f])]()dt estconvergent.

D'aprésl ) 7) a), 0<|U (f)|<U (f|), donc d’apres le critére de comparaison , lestfons étant

positives ,jl+w|U(f)|(t)dt estconvergeni. CCL : jl+wg(t)dt estabsolument convergel.




Autre meth pour1)2)d)

d)t*x(t-x)"e™ ~ t"%e™donc par croissances comparées , puistjast bornée ,
— +oo

j’(t X)"

n!

I|mt x(t—x)"e™ x f(t) =0.0n en déduit que pow1 , e f (t)dt est abs converger

= (t=x)" X)

Posons pouxdl et nON , g,(X) = ""XJ' e f(t)dt. (onag,=9) (g,bornée 2=u+x)

Montrons par récurrence quenON, U™ (f)=g,.

* La pté est vraie poun=0puisqueU (f)=g=g9,.

« Soit nON . Supposong) "™ (f) =g, et posongh, (x) =e g, (X) = j (=% X) e f(t)dt

n+1 et 1 &(n+l n-k [ F° Lk -at
Alors pourxO1 , h . (X) = j 1)| f(t)dt:(n+1)lz | j the™ f (t)dt .
k=0

comme| "t f(t)dt={ "t e‘atf(t)dt ~[“te®f()dt , x » [ t“e™f(t)dtest une primitive sut
v[ 1 1

de x — —x*e *f (x) et donc

ml'(x):(nil),i(” j[ (LK) ] 7 e Q= (X)X ()

ce qui s'écrith . (x) = —%Z(E] ()] 7 e Odt - (-2 X e (x)f(”slj 1)

* k=0

=(1-1)"*=0
ou encorehm(x)———j z(j X)"tke atf(t)olt——j =" X) e f (t)dt .

On trouve donchm (X) =-h,(x) ce qui se traduit pag *(-ag,,.,(x) + gnﬂ'(x)) =-e%g,(x),
autrement dit X E, gn+l' (X)-ag,,(X)+g,(x)=0.Dol g,,, =U(g,) =U™*(f).

«CCL :|OnON, U™ (f)=g,: X > eaxj:w%e‘a"f(t)dt.




