
frCC-Y
B A|'J QU Ê COM M U NE D' É PI?E I-J',/ E S

Conceptions : HEC Paris - ESCP Europe

MATHEMATIQUES II

OPTION SCIENTIFIQUE

Mercredi 7 mai2014, de 8 h. à 12 h.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des

raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée'
Si au cours de l'épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, il la signalera sur

sa copie et poursuivra sâ composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre

Dans torrt le problème, À dêigne uu entier srrpérieur ou égal à 2.

Notations algébriques

r Pour tout n.€ N*. on note yl"lr,r(R) l'ensemble des matricrx-colonnes à n lignes à coefficients réels et M"(R)
I'ensemble des matrices carr&s à n lignes et n colonnes à coefficients reels. On irlerrtifie les ensembles ,t(r(R)
et IR en ansiruilant ttne matrice de.rtlr(R) à soo unique coefficient.

o La base canonique de M*,r(R) est uotee Cp: (ey,e2,. . ., ek) et I'espace vectoriel Mt,r(R) est muni de sa

structure euclidienne usuelle pour laque)le la base Cr est orthonormale. On note (u,r') le prodrrit scalaire de

deux vecteurs u ct o de Mr.r0R) et llull = ,/ (o,u) la norme du vccteru u.

r Pour toute matric+colonne d de 1"1",r(lR) de composantee d1, d2, . . .,dn, on note Diag(d) Ia matrice diagonale

de ,,1,1"(R) défirrie par :

Diag(rl):

r La transposée d'une matri<p Ày' est notée tltl et 4 désigne la matrice identité de Ml(lR) .

Notations probabilistes

o Toutes les variables aléatoires et tous les vecteurs âIéatoires qrri interviennent dars ce problème sont définis

sur un même espace probabilisé (O,,4, P).
o On dit qu'un vecteur aléatoire {iscrel (Y1,Y2,. . ., Y*), à valeurs clans R*, admet u-ue espérance lorsque chacune

de ses composantes en adnret une.

On note Y la matri<r-tolonne de iVr,r(R) de composantes Yr, Y2,.. ., Y1 et â(Y)
de ",Vr,r(R) dont les composentes sont les aspérances E(yl), E(y?)' . . .' E(yÈ).
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Lorsque chacune des composantes Yi (i e [1, kl) admet une variance, on appelle matrice de variauce.covariance

de Y, notee V(Y), la matrioe symétrique de Mt(lR) dont les coefficients diagonaux sont les variances V(Y;)
et les coefficients non diagonaux les covariancas Cov(Y1, Yi) poru tout (i,j) € [1, kn2 avec i f j.
En resumé, oD pose sous rtfuerve d'existence :

€(Y):

o Dans tout le problèmê, on note p : une matriecolonne de,,t4r,r(lR) vérifiant f O, : I et poru
i=1

tout 'j G [t, kÏ, pr > 0.

L'objet du problème est l'étude d,es propriétés d.es motrices de oariance-coaarionce en liaison avec la loi d,es

tectews aléatoires cortu spond,ants.

Partle f. Lois généralisées de Bernoulli

Daru cette partie, on note u la matricc-colonne de Mr,r(lR) dont tous les coefficients valent 1.

t. Soit a :(iri) une *utricc-colonne non nulle ae -,14r,r(R) et n: Êa;.on pose : IvI: a\r.
lit
\"* /

a) Calcrrler la matrice M et preciscr son râng.

b) Calculer la matrice ÀIo et cn déduirc une valeur propre de À{.

c) Iüontrer que 1112 = aLtI . Que peut-on en dédüre sur les valeurs propres rle M ?

tl) Ir{ontrer que &I tst diagonalisablc si ct seulement si o 10.
e) Pour quelles valeurs de a la matricc Ix - ItI tst-elle inversible ?

f) On suppose euê û : 1. It{ontrer que l}/ est la matrice dans la base r:anonique de lRe d'uu projecteur dont

on précisera l'image et le noyâu. Dans quel cas ce proiecteur est-il orthogonal ?

On dit qu'un vecteur aléatoire (Xt, Xz,. . . , Xr) suit la loi généralisée de Bertoulli d.e parumètrep, notee B1(p),

si on a 
/I;\

Vi € [1,Èn,P([X:",1) :p;. ave{*: l',' | .

u-/
2. Soit (Xr, Xz, . . . , Xr) un vecteur aléatoire süvant la loi B1(p).

a) Poru i € [1, frn, comparer les événements [X = eJ et [Xi = 1] ; en déduire que chaque rariab]e aléatoire Xi
suit une loi de Bernor:Ili de paramètre pi et écrire Ia matrice â(X)'

b) Quelle est la loi de la variable aléatoire Xt 4 Xz?

c) \{ontrer que Cov(X1, Xz) : -PrPz'
d) Écrire la matrice V(X).

3. Soit .lV/(p) la matrice ae &1r(R) définie par : ùI(p) = p\r.

a) Vérifier I'égalité : U(X) = (Ir - M(p))Dlag(e).

b) Montrer que si pr,pz,...,ph sont diftrents de 0, le rang de V(X) est egal à k - 1.

c) Soit o une permutetion de [1, klet po la matri«>crolonne de yVr,r(lR) de compooante.s Po(r),Po(2),. . .rPo(t).

Ir{ontrer que V(X) est semblable à (fo * p"\r)D\ag(p").

(;)
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d) Exprirner le rang de V(X) en fonction du nombre d'éléments i de [1,,k] pour lesquels on a p; I 0.

Partie II. Tirages âvec remise dans une population stratifiée

Dans cette partie, olr suppose que pour tout i € [1, ]], on a p; ] 0 et que pt,p2,. ..,p] sont les proportion^s
d'individus appaxtenant aux diverses catégories d'une population statistique scindée en k catégories distinctes.

Pour modéliser une suite illimitee de tirages éqüprobables avec remise effcctues dans cette population, on utilise
ds variable; aléatoires Xj") définies par ,

Vn € N*, Vi € [1, kn, XI") : {à :lj#*ttdt 
extrâ.it au n-ième tirage appartient à Ia i-ème catégorie

On suppose que les vecteurs aléatoires (X{"), Xj"), . . ., X["') (n € N') suivent ctracun la loi B1(p) ( partie I)
et sont mutuellement indépendaats. Cettc indépeudance mutuelle sigaifie que pour tout entier æ ) 2 et pour
toutes fonctioi§ gr,g2,...,9r, définies sur lRÈ à r,aleurs réelles, Ias variables aléatoires fr(X{t),Xjl),...,X[t)),
vz(xlzt, xt»,..., xl')), .. ., p,(x{"), xy),.. ., x[")) sonr indépendante.

Pour tout n € N', on note X(") la matrice-colonne de ,,t4r,r(iR) de composanto X{"), X{"), . . ., XI') et .9(,) la

matric+colonnede.,Vr,r(lR) decomposaotesS['),Si"),...,,S['),oirpourtouti€[1,,t].onaSj')=Ë4,,.
i=r

4.a) Preciser I'ensemble N, dtx matrices-colonnes s de Mt,r(lR) pour lesquellee on a P([S(") : s]) > 0.

b) Déterminer læ lois rex;pectives dcs dcux variables aléatoires S{") ut S{").' 5{"1. Sont-ellee indépendantes ?

c) Montrer que Y(S(a)) : n Y(X(t)).

5. Soit 11 un élément de ,4 vérifiant 0 < P(Ë) < 1, F l'événement contraire de If et trÿ' une variable aléatoire
discrète admettant une variance.

a) Justifier I'existence de E(W2|'H), espérance de I;l/2 pour la probabilité oondiüionnelle Pr.
b) On pose : V(WlH) = E(WzlH) - (E(W]H»? (variance de I4l pour la probabilité cnnditionnelle Ps).

En utilisant lc systèmc complct d'événements (H,E) a la formule de l'espérauce totale pour W el W2,

éteblir l'inésalité: V(I4/) > P(E)V(WlH).

6. Pour tout i € [], È], on note 4 le temps dlattente du premier tirage d'un individu de la i-ème catégorie et
on note ? la nratrice-colonne de .,V*,r(R) de composant§ ?r, &, . . .,T*.
a) Soit ,t ê [1, ktr. Ju"stifier que Ia probabilité que t soit iufini est mrlle. Qrrellc est la loi de ?i ?

,c-f

b) On pose : H1,: 
[]tn 

: i]. Calculer P(/fk). Preciser la loi conditionnelle de ?r. - (e - 1) sachant II1.

En déduire E(rkliJk) et ÿ(lrlflr).
c) En exploitant le résu.ltat de la question 5.b), étâblir pour tout vecJeur ?) = (ur,t)2,. . .tr4) de Rk, l'inégalité :

'(E "n)",j/"t]''
d) Moutrer pltu génér'alemert que pour tout i € U,Èn, oo *, V(Err") ,ün* " f[ rn.

,€lr,Èl
i*i

Partie III. Support et rang stochastiques dtun vecteur aléatoire

Dans toute cette partie, (Yt,Yz,. . ., Yn) désigne un vecteur aléatoire discret,
composante admet une espérance et une variance. On rappelle que Y est la
composântes Y1,Y2, -. .,Yp.
7. On appelle support uectoriel de Y, t«:ut sou§-espacÆ vectoriel F de ,&lp.r(R) tel que P([y - r(y) € F]) : t.

On note §(Y) l'ensemble des supports vectoriels de Y.

Tournez la page S.V.P.

à valeurs dans lRk, dont chaque
matrice-colonne de,Mr,r(R) de

314



a) Jrxtifier I'existence d'un plus petit éléEeût de l'eruenble des dimensions des éléments de §(y).
Ce plus petit élément est appelé le rang stochastiquede y et ""tàftrgl. 

-- - \:
b) Dans quels cas le rang stochastique /?r(y) est_il nul ?

c) I\{ontrer que I'intersection de deux supports vectoriels Fr et & d.e ÿ est un support vectoriel de y.
d) En deduire l'existence d'un unique élément F_de §(Y) tel que la dimen^gion de F soit égale à &(r).L'espace vectoriel F ett appelé le support stochastique'de y.

8. Soit u une matricc-colonnc de ,,r4t,r(T) de composanteÉj ü1, u2r . . .r i.trç.

a) Ivlontrer que la,ariabre aréatoire l"ot, ad.mct une variance, égale à \rv(y)u.

b; Étaulir I'existence d'un unique reJrj* (^r, 
^r, 

, . . , Àr) «re IRk tel que v(y) soit semblable à lamatrlce Diag(À) et pour lequel À1 ) Àz) ..,2 Àx > d 1o" note Diag(.\) la matrice diagonale de.,Vj(R)
de <;oefficients diagonaux ,rr^r, . .., Àr).

I
c) On pose : lly - t(,)il, = I (U - s(U)),. lvronrrer que E(lly _ t(y)llr): Ë^n.

i=.I
9'Soitq€[L,kn, I'unsous-espa<*ræctorielde,,V6,1(R)dedimensionqet(/(r), 

î(r),...,y(o);uneba-seorthonormale de F".

a) soit r,., € Q' Justifier I'exisrence de ep(r.r) : Inf{lly(o) - €(y) - rll2 ; *€ F} et montrer quc :

llY(w) * 8(nP = 8r,(,.,) + f f rfrl - r(y), 1ti) yz .

b) À t'aide de la quesrion g, établh l,égalité:

c) Que devient I'égalité précédente lorsque F : ,,Vr,r(R) ?

10.a) Ivlontrer que pour route matrice_eolonnc / de,Â4r,r(R) vérifiant ll"fll : f , on a: f V(y).f ( Àr.
b) En déduire la borne inférierrre de E(Qp) lorsque F decrit I'ensemble des droites vectorieller de.Mj,1(R).
c)Dans<rettequestion,onsupposequ., (rr,y2,...,y1,)s*itlaroiBe(p),oirpourtouti€[1,k],o'*pr:i.

Calculer les I'aleurs pro.ir€xi de v(Y) et la borne inférieure de E(Qp) pour I'ensemble dexr droiter
vectorielle's F de M6,1(lR), puis preciser pour quelle(s) droite(s) c"it" uo*. est atteinte.

11' Ou suppose que Ie rang r dc V(Y) est n<ln nul. on note F6 la somme des so,o-espaL€,s propr.es associes a*xvaleurs propres non nullqs de V(f) et F un sous-espace vectoriel de;V16,1(lR) tel que ]1 c Fo et F / Fo,
a) Calculer E(Qr,) ct en dédüre qrre fl est un support vectoriel de ÿ.
b) Jrutifier I'cxistence d'un vercteur .f(") de ,Fi), orthogonal à F et de norme L.
c) Montrer aue f{r)y1y1f(") > 0 et en déduirc qrre E(ep) 10.
d) lvîontrer que le rang stochastique .l?"(y) cte y est égal à r.

12' Dans cette question, on reprend les définitions et notations de la question 6.
a; À l'aide de la question 6.d), montrer que re rang stochastique r?,(T) de ? est egal à k.

b) Ivlontrer clueporu rour i€ N*, on a : E(\T2l[fr =i]nE] >4) :r(u- 
*)

PLP' h*P2 
( L-p;, 

T 
slx=J

d) On note II: (rn,r)r<n,içr la matrice de.,V*(lR) définie par : r,i,i: { , sii*r
Montrer que la matrice fI est inversible. I ni * p5

j=l
kq

E(Q r) : I l, * ltltitvlvy y'it .

i=l j=I
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