9
ALGEBRE

Exercice 2.1.

On considére espace M, (R) des matrices carrées d’ordre p > 2 & coefficients
réels. Soient A et B deux matrices de M,(R), on note a et b les endomor-
phismes de RP canoniquement associés.
Ker(b) C Ker(aobd)
Im(aob) C Im(a)

b) Montrer que si le produit AB est inversible, alors les matrices A et B
sont inversibles.

1. a) Montrer que l'on a : {

2. Soit A un réel non nul.
a) Montrer que la matrice (A\] — AB) est inversible si et seulement si la
matrice (Al — BA) Vest.

b) On suppose dans cette question que A n’est pas valeur propre de la
matrice AB. Montrer que 'on a alors :

(M = AB)™ = $1+ 3 A(\ - BA)™'B

¢) Montrer que les matrices AB et BA ont les mémes valeurs propres.

3. On consideére les matrices de M, (R) suivantes :

1 0 ... 0 1 1 ... 1
1 : 00 ... 0
A= etB=1]. . .
10 . 0 00 ... 0

Calculer, apres avoir justifié son existence, I'inverse de la matrice I — AB.

Solution :
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1. a) Si Bx =0, alors ABz = 0. De méme tout vecteur ABx s’écrit A(Bz).

b) Si la matrice AB est inversible, il vient Ker B C Ker(AB) = {0}, ce qui
entraine que B est inversible. De méme RP = Im(AB) C Im(A) entraine que
A est inversible.

2. Supposons la matrice AI — AB inversible. Soit = € Ker(A — BA).
Alors BAx = A\t — ABAx = AAz, ce qui donne :
Az € Ker(A] — AB) = {0}. Donc Az = 0 et 0 = BAz = Az entraine que
Az = 0. Enfin A\ # 0 entraine que z = 0.
Les matrices AB et BA jouant des rles symétriques, on obtient la réciproque
demandée.

b) Posons X = £ + 4(\1 — BA)"1B. T vient :
(A — AB)X = ALZAB L MEABA (1 - pa)™' B

M= AB AN = BA) (\; paip

¢) La question 2.a) montre que AB et BA ont les mémes valeurs propres
non nulles. La question 1.b) montre que 0 est valeur propre de AB si et
seulement si 0 est valeur propre de BA.

p 0 ... 0
0 0 0
3. En effectuant le produit BA, on trouve: BA= | . . . .
0 0 ... 0

On en déduit que les valeurs propres de BA sont 0 et p.

Le réel 1 n’étant pas valeur propre de BA, il n’est pas valeur propre de AB,
d’ott lexistence de (I — AB)~!. Pour calculer cette matrice, on utilise la
question 2.b), qui donne :

2-p) 1 ... 1

(I—AB)_lzﬁ 1 (2._]?)

1 1 (@2-p)

Exercice 2.2.
Soit E un espace vectoriel sur R, non réduit au vecteur nul. On note :
C={(u,v) € L(E)® ] uov—vou=idg}
1. Montrer que :
(u,v) €C = VA#£ 07()\u,§) eC

Que peut-on en déduire sur C 7 C est-il un espace vectoriel 7

2. Dans cette question seulement, on suppose que F est de dimension finie n.
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a) Montrer que 'application tr définie sur M,,(R) & valeurs réelles par :
n
pour tout A = (ai’j)lgi,jgrm t’I“(A) = Z (0777
i=1
est une application linéaire.
b) Montrer que : YA, B € M, (R),tr(AB) = tr(BA).
¢) En déduire que C = .
3. Soit (u,v) un couple d’endomorphismes de C. Montrer que pour tout entier
n>0:
utov —vou =nu"?
En déduire que :
e ni u ni v ne peuvent étre des projecteurs ;
e ni u ni v ne peuvent étre nilpotents (on dit qu'un endomorphisme f est
nilpotent s’il existe p € N tel que fP = 0).

4. Dans cette question, E = R[X] et on consideére application v définie sur
E par v(P) = X P. Déterminer u tel que (u,v) € C.

Solution :

1. Pour A # 0,on a: (Au)o (%v) — (%v) oAu = uov—vou, dolt I'équivalence.
Si C n’est pas vide, il contient au moins un couple (ug,vqg), avec ug et vg
distincts de I’endomorphisme nul et donc I'infinité des couples de la forme

(Auo, %1}0).
(0,0) ¢ C, donc C n’est pas un espace vectoriel.

2. a) tr(A) € R et on vérifie directement : tr(A + B) = tr(A) + tr(B) et
tr(aA) = atr(A4). Ainsi tr € LM, (R), R).

b) Avec des notations standard :
n

tI‘(AB) = Z(AB)ZJ =
tr(BA) = 3 (BA)i

i=1

(A)ij(B)ji

NE!

s
I
—
.
Il
—

(B)ij(A)ji = 3 3 (B)ij(A);

j=1i=1

I
NE!

s
I
—
.
Il
—

Dans la derniére somme on permute les rles de i et j et on reconnait tr(AB).
Ainsi tr(AB) = tr(BA).
¢) Soit (u,v) € C, si on note U et V les matrices associées & u et v dans
une base B de FE, la relation de définition de C donne : UV — VU = I,,, d’ou :
n=tr(l,) =tr(UV - VU) =tr(UV) —tr(VU) =0
Ce qui nie la premiere hypothese faite sur F. Ainsi il n’existe pas de couple
convenant et C = (.

3. Par récurrence sur n € N* :
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— Pour n = 1, comme u" = Id, il s’agit simplement du fait que (u,v) € C.
— On suppose le résultat au rang n acquis, alors :

n+l "= gouov—vou" =wuo(nu" "t +vou) —vouou®

U ocv—vou
=nu"+ (uov—vou)ou”=nu"+u" = (n+1)u"

D’ou le résultat au rang n + 1. On conclut par le principe de récurrence.

* Si u est un projecteur, alors Vn > 1,u"™ = u, donc :

2u=u’ov—vou? =uov—vou = idg, soit u = %z’dE, ce qui n’est pas

raisonnable pour un projecteur.

* Si u est nilpotent, soit p € N* son indice de nilpotence, il vient :
0=uPov—vouP =puP~!, donc uP~! = 0, ce qui contredit la minimalité de
.

Pour conclure, il reste a faire le méme travail pour v, pour cela on remarque
que :

uov—vou=idg < vo(—u)—(—u)ov=1idg
Ainsi (u,v) € C = (v, —u) € C et les conclusions sur v en découlent.
4. Si [u(P)](X) = X.P(X), on doit avoir :
Xv(P) —v(PX) =P, donc v(XP)=Xv(P)+ P
ce qui est vérifié pour I'opération de dérivation v : P — P’
On a bien alors (X.P) = X.P' = P+ X.P'—XP' = P, i.e. uov—vou = idg.

Exercice 2.3.

On note
S ={(xn)nez, avec x, €ER et lim z,, lim x, existent}

li
n—-+oo n——oo
1. Montrer que S est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des suites
réelles indexées par Z.
Soit T Dapplication définie sur S par T'((z)nez) = (Yn)nez, avec pour tout
nez:
Yn = Tp—1 + Tn4+1

2. Montrer que T' est un endomorphisme de S. Déterminer son noyau.

Dans la suite de D'exercice, on s’intéresse aux valeurs propres réelles de
T, c'est-a-dire aux réels \ tels que Ker(T — AId) # {0}, ou Id désigne

I’endomorphisme identité de S et on pose Ay = <_01 i\)

3. Soit x = (xp)nez € S. Pour tout k € Z, on pose Uy = (zxk )
k+1

Montrer que = € Ker(T — Md) si et seulement si pour tout k de Z,
Uk+1 = A\Ug. En déduire que pour tout k de Z, on a alors : U, = A5Uj.
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4. a) On suppose que A ¢ {—2,2}. Montrer que Ay est diagonalisable dans
M2 (C). En déduire que si z = (xy)kez € Ker(T — AId), il existe des nombres
complexes «, 3, i1, b2 tels que, pour tout k de Z, on ait :
x = apy + Bub

En distinguant les deux cas [A| > 2 et |A| < 2, montrer que Ker(T — AId) =
{0}

b) Que peut-on dire de Ker(T' — 21d) ?

c¢) Montrer que Ker(T + 2Id) = {0}.

Conclure.

Solution :

1. S est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites réelles indexées
par Z, car si hrf T, et lirf yn existent (si vous nous permettez ce
n—1roo

n—1Ioo

regroupement de limites), alors pour tout A réel, liril (Zy + Ayn) existent.
n—mrIoo

2. On vérifie aisément que T est linéaire puis que T est un endomorphisme
de S.

Le noyau de T est formé des suites © = (x,)nez telles que pour tout
NEL:Tptl = —Tp—1-

On demande en plus que nll)rfoo x, existent. Or, pour tout p € Z, xg, =

(—1)Pzg et zopt1 = (—1)Pzy. Les limites en oo existent si et seulement si
xo =x1 = 0 et alors z = 0. Ainsi Ker T' = {0}.

3. On a T'(z) = Az si et seulement si pour tout k € Z : g1 + Tr41 = Az
On a alors pour tout k :

o Tk o 0 1 Th—1 o
- (2)- (5 D) () woe

Une récurrence évidente montre que pour k € N, U, = A5U,. La matrice
Ay est inversible (son déterminant (produit en croix) est égal a 1), et
U_1 = AXIUO. Par récurrence, pour k € Z—, Uy, = A’}\Uo.

4. a) On montre que les valeurs propres de Ay vérifient 'équation 22 —\v+1 =

0, de discriminant A = A\? — 4.

Ainsisi |\| # 2, Ay admet deux valeurs propres distinctes réelles ou complexes

11, po avecpy fio = 1 et py + e = A. De plus, la matrice Ay est diagonalisable.

En écrivant A¥ = P diag(u¥, u&)P~1, valable pour k € Z, et en calculant le

premier terme de A5Uy, on voit que z est bien de la forme apf + Bub.

— Si |A\| > 2, les deux valeurs propres sont réelles.

On ne peut avoir |u1| = |p2| = 1, car |u1 + pa| > 2. Ainsi, par exemple,

lu1| > 1, et |puo| < 1. Aussi, lim |u1]|* = +ocoet lim |uz|* = 0. L'existence
k—-+o0 k—-+4oco
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d’une limite en +o0o pour la suite  impose donc o = 0. De méme 'existence
d’une limite en —oo impose 5 = 0 et x est la suite nulle.

— Si|A| < 2, les deux valeurs propres sont complexes conjuguées et de module
1.
On peut alors écrire 73, = ae’*? 4+ Be=*% = A cos(kf + ¢), avec 6 non congru
a 0 modulo 27 et I'existence d’une limite en +o0o impose A = 0 et donc z = 0.
Dans les deux cas Ker(T — AId) = {0}.
b) z € Ker(T — 2Id) <= Vk € Z,xp_1 + 11 = 2
<—Vke Z, Tl — T = Tp — Tg_1.
Ceci caractérise les suites arithmétiques et 1’existence de la limite en +oo
impose que la suite x soit constante. La réciproque est claire
c)x € Ker(T 4+ 21d) <= Vk €Z,x_1— 2z, +Tp41 =0
= VEkeZ, (-1l g +2(-DFr, + (=) oy =0
Ainsi la suite ((—1)*x)y est arithmétique (voir b)) et 'existence de la limite
en 400 lui impose d’étre la suite nulle

En conclusion la seule valeur propre de T est 2, le sous-espace propre associé
étant la droite engendrée par la suite constante égale a 1.

Exercice 2.4.

e Pour k € N, C*(R,R) désigne I'’ensemble des applications de R dans R de
classe C* sur R.

e (C(R,R) désigne l'ensemble des applications de R dans R de classe C*
sur R.

e On pose : E = C°(R,R). On suppose que E est muni de sa structure
naturelle de R-espace vectoriel.

e On note B ’ensemble des éléments f de E bornés i.e. pour lesquels il existe
un réel M positif ou nul (et dépendant de f) tel que |f(x)| < M pour tout x
réel.

x
1. Soit f € E. Justifier I'existence de Iapplication x —— / 1f4<-7t352 dt et son
0

appartenance a F.

Cette application sera désormais notée ¢(f). L’application ¢ est donc une
application de F dans lui-méme.

2. Expliciter ¢(g) lorsque g : t — 1 puis ¢(h) avec h : t — t.
3. Prouver que ¢ est un endomorphisme de E.

4. Etablir que @ est injective.

5. L’application ¢ est-elle surjective ? Déterminer son image.

6. Démontrer que le sous-espace vectoriel C*(R,R) de E est stable par ¢.
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7. Montrer que B est un sous-espace vectoriel de E stable par ¢.

8. Déterminer ’ensemble des valeurs propres de ¢.

Solution :
1. La fonction & intégrer est continue sur R, donc sur tout segment [0, ],

x
donc l'intégrale existe et = — / lf«ﬁ% dt est de classe C! sur R, de dérivée
0

oo o)
1+z
2. % p(g)(z) = / I -Cf-tt2 = Arctanz, donc p(g) = Arctan.
Jo
h)(z) = b at =11 +22).
wo)@) = [ it = 4 +a?

3. La linéarité est claire et o(f) est de classe C! donc continue.

4. Si f € Ker g, alors ¢(f) =0 et a fortiori o(f) =0, soit :

Vz eR, 1f_|(_x)27 soit f =0 et ¢ est injective.
x

5. On a déja dit que pour f € E, ¢(f) est de classe C'. Ainsi la fonction
x +— |z|, qui est continue mais pas de classe C' n’est I'image de personne et
© n’est pas surjective.

Remarquons également que ¢(f)(0) = 0.
Soit alors F' une fonction de classe C! sur R telle que F(0) = 0.

Notons f la fonction définie par : Vo € R, f(z) = (1 + 2?)F’(x). On a, pour
tout réel z :

e(f)(x) = /OIW dt = F(x) — F(0) = F(x)

Ceci prouve que F' est dans I'image de .
L’image de ¢ est I’espace des fonctions de classe C! sur R, nulles en 0.

f(z)

1+ 2%’

6. Si f est de classe C*°, comme ¢(f) : z +—

de classe C*°.

la fonction ¢(f) est aussi

7. B est évidemment un sous-espace vectoriel de F et si f est bornée, on a :

Va:eR,|sa<f>(x)}:|/ %dﬂg!/ ﬂ—tildﬂszw(f)\/ | <MD

Donc ¢(f) est bornée.

8.  est injective, donc 0 n’est pas valeur propre de ¢.
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Soit A € R une éventuelle valeur propre de ¢ non nulle et f une fonction
propre associée. On a ¢(f) = A\f et, par dérivation :
veeR, L@ _p
€T P f(z)
Soit :

fl(z) = m”f(x) etdonc: 3k e R,Va € R, f(z) = kexp(% Arctan(z))

Comme f n’est pas la fonction nulle, on a k # 0 et alors f(0) = k # 0, ce qui
n’est pas compatible avec le résultat 0 = ¢(f)(0) = Af(0).

Ainsi le spectre de ¢ est vide.

Exercice 2.5.

Dans tout cet exercice, on confond R™ et M, 1(R), c’est-a-dire que l'on
T

confond un vecteur (z1,zs,...,2z,)de R™ avec sa matrice colonne

Tn
associée relativement a la base canonique de R™.

On considere R™ muni de sa structure euclidienne canonique.
On rappelle quune matrice S € M, (R) symétrique est dite définie positive
si, pour tout vecteur X de R™ non nul, on a : ‘XSX > 0.

1. Montrer qu’une matrice symétrique réelle S est définie positive si et
seulement si ses valeurs propres sont strictement positives.

2. Soit M une matrice symétrique réelle définie positive. Soit C' € R™ donnée.
On pose pour tout X de R™ :
vz, mo,. . my) = fu(X) =1 XMX +21CX

a) Montrer que f3; admet un unique point critique sur R”, valant —M ~1C

b) Montrer qu’en ce point f atteint son minimum.

Dans la suite, A et B sont deux matrices symétriques réelles définies positives.
3. a) Montrer que A + B est inversible.
b) Montrer que :
AA+B) 'B=B(A+B) 'A=A—-AA+B)'A=B-B(A+B)™'B
¢) Soit Z € R™ donné. Montrer que :
inf{'XAX +'YBY / X,Y € M,,1(R) avec X +Y = Z}

existe et est égal & 'ZNZ ot N est une matrice réelle que ’on exprimera en
fonction de A et B.

Solution :
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1. * Supposons S symétrique réelle définie positive. Soit SX = AX, avec
X #0.
Alors 'XSX = MXX = M| X|? > 0, ce qui entraine que \ est strictement
positif.
* Réciproquement, supposons que les valeurs propres de S sont toutes
strictement positives. Soit P une matrice orthogonale diagonalisante pour
S. Pour toute colonne X non nulle, on a alors :

n

EXSX =tXPdiag(\1,..., \)'PX =Y \iy?

i=1
oY =%'(y; ... y,) estla matrice colonne non nulle *PX. Donc les réels
y; ne sont pas tous nuls et *XSX > 0.

2. x On peut écrire :
fM(X) = fM(xl, ey Z‘n) = mexixj + ZZC,‘.Ii

2}
= ml,lm% + 21’1(

J

ma jx; +c1) + - (M est symétrique)

n
=2

0

d’ou a—xl(X) =2( ﬁ:l my,;x; + 1), idem pour les autres dérivées partielles.
Ainsi les éventuelsjpoints critiques X vérifient M X + C' = 0. Comme M est
inversible, il n’y en a qu’un valant :
Xo=-M"1C
* On écrit maintenant :
fu(Xo+ H) — fur(Xo) =2 XgMH +2!CH +*HMH ='"HMH
et cette quantité est strictement positive pour tout H # 0, on est donc en

présence d’'un minimum absolu strict.

3. a) La matrice A+ B qui est symétrique réelle est définie positive, car pour
toute colonne X non nulle :
X(A+B)X = XAX +'XBX > 0.
b) Ona: A(A+ B)"'+ B(A+ B)~! =1, donc
{ A(A+B)"'B+B(A+B)"'B=B
A(A+B)"'A+B(A+B) A=A
On a aussi : (A+ B)"'A+ (A+ B)"'B =1, donc
{ A(A+B)"'A+ A(A+B)"'B=A
A(A+B)"'A+B(A+B)" A=A
En mettant les termes du coté adéquat, ceci donne les égalités demandées.
b) On écrit Y =Z — X et :
EXAX +'YBY ='XAX +%(Z - X)B(Z — X)
='XAX +'ZBZ +'XBX - 2('ZB)X
tXAX +'YBY = fy(X)+tZBZ, avec :
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M = A+ B et C =—BZ (B est symétrique et A + B est définie positive)

f admet donc un minimum atteint en Xg = M~'C = —(A+ B)"'BZ, le
minimum valant :

Far(Xo) +1ZBZ = ' XoMXo + 20 ZBXo + ' ZBZ
='ZB(A+B)"Y(A+B)(A+B)"'BZ -2'ZB(A+ B)"'BZ+'ZBZ
—ZNZ, avec N = —B(A+B)"'B+ B

Si I'on veut, on peut écrire grace a b) que N = A(A+ B)~'B

Exercice 2.6.
Soit n € N*. Pour z = (71, %2,...,%,) € R" on note ||z| = /2 + -+ + 22
la norme euclidienne usuelle de z.
On désigne par N 'application définie sue R™ par
N:(z1,m9,...,2n) — |z1| + - + |20

1. Montrer que pour tout x € R", pour tout A réel :

N(Az) = |AIN(z) et ﬁwm < Jlell < N(=)

Soit T un endomorphisme de R™. On note M(T) sa matrice dans la base
canonique de R™. On suppose dans toute la suite que toutes les valeurs propres
de la matrice M(T) (considérée comme matrice de M.,,(C)) sont réelles.

2. On note C' = {z € R", N(z) < 1}. Montrer que si T(C) C C, alors toutes
les valeurs propres de T' ont une valeur absolue inférieure ou égale a 1.

On suppose dans toute la suite que les coefficients m; ; de la matrice M (T)
sont, tous positifs ou nuls et vérifient les n relations suivantes :

n
V] € [[1771]], me =1
=1

1
3. a) Montrer que 1 est valeur propre de 7.
b) Montrer que toutes les valeurs propres de T ont une valeur absolue
inférieure ou égale a 1.

4. On suppose que T est diagonalisable et que tous les sous-espaces propres
FE, associés aux valeurs propres A de T sont des droites vectorielles.

On note : H = {z € R" / imizo}.
i=1

a) Montrer que si A est valeur propre différente de 1, alors E) C H.
b) Montrer que Ey € H.

c¢) En déduire que, si —1 n’est pas valeur propre de T', pour tout z € R",
la suite (T?(x))pen converge (dans (R™, ||.]|)) vers la projection du vecteur z
sur la droite vectorielle £y parallelement a H.



Algebre 55

Solution :
1. N(Az) = |[Az1| + -+ - + |Azn| = NN (2)
* La fonction z +— +/z est concave sur R, (dérivée seconde négative), donc

pour x = (x1, -+, z,) E R™:

\/%z%+-~~+%xi>%s/1ﬁ+~-+% 2 =1N@) = | >ﬁ.N(x)

* Soit Y= (|l‘1|, Ty |I7ED7
lyl? < N(y)? <= o+ +ap <zi+-- +ap +20ziz| + 2@+, ce
qui est banalement vrai.
Donc
T=N@ < ol N (@)

2. Supposons T'(C) C C, soit A une valeur propre de T : il existe v € R",v # 0
tel que T'(v) = Av.
Soit w = —%—, on a: N(w) =1, donc w € C et T(w) € C.

N(v)

Or:T(v) =X = T(w)=A=Y— = Aw, dolt: \w € C, soit
N(v)

NAw) = |A.Nw) <let A <1

3. a) Soit U la matrice colonne dont tous les coefficients valent 1, on a :
MU = U, donc 1 est valeur propre de *M et *M — I,, n’est pas inversible. I
en est donc de méme de M — I, et 1 est aussi valeur propre de M, v.e. de T

b) Soit x € C, on a :

3

n n

n n n
v= wje; = T(x)= 3 a;T(ej) = 30 x; Yo mijei = 3 (30 xmij)e;
=1 =1 j=1 =1 i=1 j=1
s N
d ou ' n n n n n n
N(T(x)) = > | 32 mijaj| < mijlzil = 30 (Jas] X ma)

i=1 j=1 i=14=1 j=1 i=1
n

Soit : N(T'(z)) < ;1 |zj].1 = N(z) <1 (car z € C)

On peut donc appliquer le résultat de la question 2. et toutes les valeurs
propres de T sont de valeur absolue inférieure ou égale a 1.

4. a) Soit A # 1 une valeur propre différente de 1, Soit z € F), on a
T(z) = M.z, donc pour tout indice i :

n
mijT; = )\IL‘Z
Jj=1

n n

n n n n
Par sommation : > Y m; jx;—A > x; =0o0u > (> myj)z;—A > x; =0,
i=1 j=1i=1 i=

i=1j=1 =1

dott: (1 =X)> 2, =0, 0onen déduit : > x; =0,s0it z € H et Ex CH
i=1 i=1
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b) Puisque T est diagonalisable, R™ se décompose en la somme directe des
7 SOUS-espaces propres.

Par ’absurde, si F; était inclus dans H, alors tous les espaces propres seraient
inclus dans H et leur somme directe (qui est égale & R™ ) serait aussi incluse
dans H, d’ou l'absurdité. Donc Fy € H.

¢) Soit « € R™, on peut écrire x = y + z, avec y € H,z € E;. Pour tout
entier p, on a: TP(z) = T?(y) + T?(2) = T*(y) + z et |T?(x) — 2| = [|[T*(y||

n—1
Maisy € H =y = > u; ol u; est un élément de l'espace propre associé &
i=1
I'une des n — 1 valeurs propres \; différentes de 1.
n—1 n—1
Ainsi TP(y) = ' Mo et [T7()]| < 5 N2l et Tim [ 72(3)]] = 0.
i=1 i=1 -

Dans (R™, ||.]|), la suite (T®(x)) converge vers la projection du vecteur x sur

n
la droite vectorielle Ey parallelement & hyperplan d’équation Y a; = 0.
i=1

Exercice 2.7.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (avec K = R ou C) et
A, B deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E c’est-a-dire tels que
A@® B = E. Soit f une application linéaire de A vers B (f € L(A, B)). On
pose, pour tout a de A :

pr(a) =a+f(a)
1. Montrer que I’application ¢ est linéaire et injective. Déterminer son rang.

Pour f € L(A, B), on note Ay = Im(ypy).
2. Montrer que pour tout f € £L(A,B),ona E=A; & B.

3. Soit f et g deux éléments de L(A, B). Montrer que Ay = A, si et seulement
sif=g.
4. Soit A’ un sous-espace vectoriel de E tel que E = A’ @ B. Montrer qu’il

existe f € L(A, B) tel que A’ = Ay (on pourra utiliser la projection sur B
parallelement a A’).

5. En déduire qu’en général, B admet une infinité de supplémentaires dans
E.

Solution :

1. L’application f peut étre considérée comme une application linéaire de
A vers FE, Papplication a — a peut étre considérée comme une application
linéaire de A vers E. Ainsi I'application ¢ est linéaaire.
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Elle est injective car si a € A vérifie a + f(a) =0, ona:a = —f(a) € B et
AN B = {0} entraine que a = 0.

Par le théoreme du rang, on obtient rgy; = dim A.

2. dimAy = rgpy = dim A. Comme dim A + dim B = dim F, il suffit de
démontrer que Ay N B = {0}.

Soit x € Ay N B : il existe a € A tel que z =a+ f(a) =b € B.

Donc a =b— f(a) € Bet AN B = {0} entraine que a = 0, donc f(a) =0 et
z=0.

3.51 f =g, alors Ay = A, (si, sil).

Réciproquement, si Ay = Ay, alors pour tout a € A, il existe a’ € A tel que
a+ f(a) =a’ + g(a’). Donc

a—a = g(a)— f(a) € B. Toujours parce que AN B = {0}, il vient a = o’
et f(a) =g(a) et f =g.

4. Soit p la projection sur B parallelement & A’.

Pour a € A, a s’écrit a =a’ + b, avec a’ € A’ et b € B. Alors

¢_p(a) =a—p(a) =b=d est le projeté de a sur A’ parallelement & B.
Donc Imp_, C A’ et comme les dimensions sont ad hoc, on a vérifie
A, =A.

P—p
5. D’apres les questions précédentes, il y a autant de supplémentaires de B
dans E que d’applications f € L(A, B). A part les cas dégénérés (B = F et
B = {0}), tout sous-espace admet donc une infinité de supplémentaires.

Exercice 2.8.

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n. On pose F = F x F.

On rappelle que F' est un R-espace vectoriel pour les opérations
(T1,22) + (y1,92) = (T1 + Y1, T2 + y2) et AM(@1,22) = (Av1, Ax2)

1. Soit B = (ey,ea,...,€,) une base de F, Montrer que

B’ = ((e1,0), (e2,0),...,(en,0),(0,e1),(0,e2),...,(0,¢e,))
est une base de F'.

2. Soit f € L(F) de matrice A dans la base B. Soit ¢ l'application de F' dans
F définie pour (x,y) € F par :
e((z,y) = (f(@) + f(y), f())

Montrer que ¢ est linéaire et donner sa matrice A’ dans la base B’ de F.

3. a) Montrer que f et ¢ possédent les mémes valeurs propres et que la
dimension de I’espace propre de f associé a A est inférieure ou égale a celle
de ¢ associé a la méme valeur propre.
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b) On suppose que f est diagonalisable. Soit A € R une valeur propre non
nulle de f. Montrer que les sous-espaces propres de f et de ¢ associés a A
sont de méme dimension.

(On pourra considérer une base B constituée de vecteurs propres de f et
comparer les rangs des matrices associées a f—Aldg et ¢y —AIdp relativement
aux bases B et B’ associée a B.)

Par le méme raisonnement, montrer que la dimension du noyau de ¢ est le
double de celui de f.

En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit diagonalis-
able.

Solution :

n n

1. Supposons que : 0= > A;(e;,0) + > 1;(0,e;) = ( ST e Y, ,uiei).
i=1 i=1 i=1

i= i=1

On en déduit que Y Aie; = > pie; = 0 et comme B = (eq,ea,...,€e,) est
i=1 i=1
une base de E, on a A\; = u; = 0 pout tout i € [1,n], donc B’ est libre.
Soit (z,y) € E x E, on écrit (x,y) = (x,0) + (0,y) et (z,0) (resp. (0,y))
s’écrit a l’aide des vecteurs (e;, 0 (resp. (0,e;), donc B’ est génératrice de F'.
B’ est une base de F.

2. La linéarité est claire et A’ = (61 ﬁ)

3. a) * Soit (z,y) € F un vecteur propre de ¢ associé & la valeur propre .
Alors

e((@,y)) = (f(@) + f(y), f(y) = (Az, Ay)
donc f(y) = Ay.
— Si y # 0, c’est un vecteur propre de f et A est une valeur propre de f.
— Siy =0 alors f(z) = Az et x # 0 (sinon (z,y) serait le vecteur nul de
E?), donc x est un vecteur propre de f et A est une valeur propre de f.

* Soit x € F un vecteur propre de f associé a la valeur propre A. Alors
¢((z,0)) = (f(z) + f(0), f(0)) = (f(=), f(0)) = (Az,0) = A(z,0).

Ceci montre que (z,0) # (0,0) est un vecteur propre de ¢ associé a la

valeur propre . De plus = — (z,0) est une application linéaire injective

du sous-espace propre F)(f) dans le sous-espace propre Ey(¢). On en déduit
I’inégalité demandée sur les dimensions.

b) Prenons une base B = (eq, e, ..., e,) formée de vecteurs propres de f ;

D D) celle de ¢ dans la base

notons D la matrice de f dans B et T = ( 0 D

B’ associée.
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Supposons que la valeur propre A\; # 0 apparaisse k fois en haut de la
diagonale de D, alors le rang de D — A\ I,, est n — k, donc ’espace propre
associé a \; est de dimension k.

Dans la matrice T' — A\1ls,, les k premieres colonnes sont nulles et une
permutation des colonnes restantes montre que celles-ci forment une famille
échelonnée donc libre. Ainsi T — \; I3, est de rang 2n — k et la dimension du
sous-espace propre de ¢ associé & A; est donc 2n — (2n — k) = k.

Par le méme raisonnement pour A = 0 (si 0 est valeur propre que ’on peut
alors mettre en téte ...), on obtient que la dimension du noyau de ¢ est le
double de celui de f.

L’application f étant diagonalisable, la somme des dimensions des sous
espaces propres de f vaut n. Dés que f possede une valeur propre non nulle, la
somme des dimensions des sous espaces propres de  est strictement inférieure
a 2n donc ¢ n’est pas diagonalisable.

En revanche si f = 0 alors ¢ = 0 qui est diagonalisable !

Exercice 2.9.

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. On considere R™ muni de sa structure
euclidienne canonique et rapporté & sa base canonique B = (eq,...,ey).

n
On note v; le vecteur vy = Y e;.
i=1

i=
Soit f ’endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base B est M avec :

M= 11 1 . . .

(les coeflicients diagonaux valent 0 et les autres valent o i 1)

On note I la matrice identité de M,,(R) et Id ’endomorphisme identité de
R™.

1. a) La matrice M — I est-elle diagonalisable ?
b) Montrer que R™ = Ker(f — Id) & Im(f — Id)

2. Soit p le projecteur sur Ker(f — Id) parallelement a Im(f — Id).
a) Déterminer p(v1) puis p(e1),...,p(en)-
b) Expliciter la matrice P de p dans la base B.

3. Soit ¢ le projecteur sur Im(f — Id) parallelement & Ker(f — Id). Expliciter
la matrice () de g dans la base B.
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4. Exprimer M comme combinaison linéaire de P et . En déduire M* pour

tout entier naturel £ non nul. Déterminer klim MP* (la limite s’entendant
— 400

coefficient par coefficient).

5. Justifier que M est inversible et exprimer M ! ainsi que M ~*, pour tout
entier naturel non nul k, en fonction de P et de Q.

Solution :

1. a) M — I est symétrique réelle, donc diagonalisable.

b) — Ceci est une propriété générale des endomorphismes ¢ diagonalisables

E= @ Eu(p)=Eqlpa( D Ey(9)
A€Spec(y) A€Spec(v)\{0}

Ker ¢ est le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 (si 0 est valeur
propre) et les éventuels autres sous-espaces propres (qui sont en somme
directe) sont contenus dans I'image de ¢, car pour A # 0, f(z) = A\ =
T = f(%x) €Imf.

On conclut grace aux dimensions.

— On peut aussi dire, en étant un peu moins général, que pour un endomor-
phisme ¢ symétrique, on a méme Ker ¢ et Im ¢ supplémentaires orthogonaux,
car pour x quelconque et y dans Ker ¢ :

(p(),y) = (z,0(y)) =0
— Enfin , on peut tout faire & la main et déterminer noyau (droite engendrée
par v1) et image (contient les vecteurs e; — ek, pour k > 2 et on conclut grace
aux dimensions).

2. a) Comme f(v1) =wv1, on a p(vy) =0;

Pour tout k > 2, f(el —ep) = _nl 1(61 — eg), donc e; — ey, appartient a
Im(f — Id) et p(e1) = p(ex).

Ainsi vy = p(o1) = 3 plex) = 3 pler) et pler) = Lo

k=1

b) Ainsi P = Mp(p) = %J, ot J est la matrice dont tous les coefficients
sont égaux a 1.

3. q est le projecteur associé a p et donc Q =1 — P.

4.0na'aP+ﬂQ—gJ+,8( —l )—ﬂf—l-a_ﬂJ donc
M— (J I)estdelaformeaP—l—ﬁonura—letﬂ 1

* Pour k > 2,ona:
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k_pk_ . 1 -~k _ 1 2 = 2 = = =

et le résultat vaut pour k =1 (mais pas pour k = 0).

5. (P+11-Q)(aP+bQ) = I = P +Q est vérifié pour a = 1 et 72— =1,

ceci prouve que M est inversible avec M~ = P + (1 — n)Q.
Et alors, pour k > 2 :
M*=MYHWY=P+1-nQ)F=P+(1-n)FQ

A nouveau la formule est valide au rang 1, mais pas au rang 0.

Exercice 2.10.
On note :
e [ I'espace vectoriel réel des fonctions de R} dans R;

e F le sous-espace de F' formé des fonctions polynomes ; E,, le sous-espace de
E formé des fonctions polynémes de degré inférieur ou égal a n (o n € N) ;

e T lapplication définie sur F', qui & f associe la fonction T'(f) définie par :
Ve e Ry, (T(f))(z) = f(z+1) — f(x).

1. Montrer que T est linéaire et que E est stable par T'.

On notera A ’endomorphisme de E induit par T.

2. a) Déterminer le noyau de A.

b) Montrer que A admet une unique valeur propre ; préciser cette valeur
propre et I’espace propre associé.

3. Soit n € N*.
a) Montrer que A(E,,) = Fy_1.

b) Justifier que si @ € E,,_1, il existe un unique P € FE,, tel que A(P) = Q
et P(0) =0.
4. a) Déterminer A € Ey tel que : A(0) = 0 et, pour tout z € R
Az +1) — A(z) = 23.

b) En déduire la valeur de S = Y k3.
k=0

5. Soit A € Ret Gy = Ker(T — \1).

a) Montrer qu’il existe un élément ¢ € G, tel que pour tout = €
10,1], p(z) = 1.

b) En déduire I'ensemble des valeurs propres de T

Solution :
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1. La linéarité de T est claire et si  — f(z) est polynomiale, il en est de
méme de z — f(x +1) — f(x).

2. a) Si f est polynomiale telle que Af = 0, alors f est 1-périodique, donc
bornée. Si deg f > 1, la fonction polynomiale f est de limite infinie en +oo,
ce qui contredit le fait qu’elle est bornée, donc Af =0 = f est constante.
La réciproque est claire, donc :

Ker A = EO = Ro[X]

b) Si A # 0 et f polynomiale non nulle, alors Af = A\f = degAf =
deg f. Or si f est non nulle, il est clair que dans le calcul de f(z + 1) — f(x)
les termes de degré deg f s’éliminent : il y a une contradiction et seule 0 peut
étre valeur propre, donc d’apres a) :

Spec A = {0} et E)(A) = Ker A = Ej

3. x On vient de voir que pour n > 1, A(E,) C E,—1. Comme le noyau de
A est de dimension 1 et inclus dans E,,, le théoréeme du rang donne 1’égalité
des dimensions et :

A(En) =FE, 1
* L’ensemble des polynomes P de E,, tels que P(0) = 0 est un supplémentaire
de Ey = Ker A dans FE,,, donc A induit un isomorphisme de cet espace sur
FE,_1, d’ou le résultat.

4. La question précédente montre que A existe et est unique. Par la méthode
des coefficients indéterminés, on trouve :

A(z) = i(z‘l — 223 + 2?%) = %CE2(I —1)2
Par télescopage :

n
>R =An+1) = A(0) = A(n+1) = In?(n + 1)2.
k=0
5. Larelation : Vo > 0, p(z+1) — p(z) = Ap(z) s’écrit p(x+1) = (1+X)p(z)
et la connaissance de ¢ sur |0, 1] la détermine parfaitement sur R :
Ainsi ¢ vaut 1 sur |0, 1], vaut (1 + A) sur ]1,2], (1 + X)? sur |2,3], ...
Par conséquent SpecT = R.

Exercice 2.11.
Si A € M,,(C), on note o(A) ensemble des valeurs propres de A. On rappelle
que tout polynéome P de C[X] de degré n > 1 se factorise sous la forme

P(X) = a [T (X — Ag), les racines Aq,...,\, n’étant pas nécessairement
k=1

deux & deux distinctes.

1. Soit A € M,,(C), @ un polynéme non nul tel que Q(M) = 0,, de degré
aussi petit que possible (il n’est pas nécessaire de redémontrer qu'un tel
polynéme existe).

a) Montrer que si A est valeur propre de M, alors Q(\) = 0.
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b) Soit A une racine du polynéme @ ; on note alors Q(X) = Q1(X)(X —\).
Montrer que Q1(M) # 0, ; en déduire que M — A, n’est pas inversible.

¢) En déduire que o (M) est 'ensemble des racines du polynéme Q.

2. On considére deux matrices A et B de M,,(C) telles que o(A)No(B) = 0.

a) Soit X € M, (C) telle que AX = XB.
Montrer que pour tout polynéme P € C[X], on a P(A)X = X P(B).

b) En utilisant la question 1, montrer qu’il existe un polynéme @ annula-
teur de B tel que Q(A) soit inversible.

¢) Montrer que V'application T : M, (C) - M,(C),X — AX — XB est
injective.

d) Soit Y € M, (C) quelconque. Prouver que I'équation AX — XB =Y
possede une unique solution X.

3. Si A est une matrice de M,,(C), on note EE(A) I’ensemble des nombres
complexes A tels qu'il existe une matrice non nulle X de M,,(C) vérifiant
AX = XA

a) Soit A € une matrice inversible de M,,(C).
Montrer que EE(A) C {% tel que (o, B) € o (4)° }.

b) Montrer que la transposée *A d’une matrice diagonalisable est diago-
nalisable. Déterminer o(*4).

¢) On suppose que A est inversible et diagonalisable.
Montrer que EE(A) = {% avec (o, ) € O’(A)Z} (on pourra utiliser des

matrices construites & ’aide de colonnes propres de A et de *A).

Solution :

1. a) Soit C' un vecteur colonne propre (donc non nul) pour M, associé a la
valeur propre A.
OnaMC=1,C=C=\C, MC = \C, donc
M?C = MMC = M)XC = AMC = \2C,

et par une récurrence simple, M*C = \¥C, puis par linéarité :
0=Q(M)C =Q(\)C, d’ott Q(X) =0, puisque C n’est pas la colonne nulle.

b)Ona:0=QWM)=0Qi(M)(M—A,) et Q1(M) n'est pas la matrice
nulle (sinon cela contrdirait la minimalité du degré du polynéme annulateur
Q. Par conséquent M — AI,, n’est pas inversible et A est valeur propre de M.

En conclusion ’ensemble des racines de () est exactement le spectre de M.
2. a) Soit X € M,(C) telle que AX = XB. On prouve par une récurrence

facile que A¥X = X B* pour tout entier k (méme pour k¥ = 0). On en tire
immédiatement que P(A)X = X P(B) pour tout polynéme P € C[X].
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¢
b) D’apres 1., on sait qu’il existe un polynéme annulateur Q = a [] (X—zx)
k=1

non nul de B dont toutes les racines z1, . . ., z; appartiennent a o (B). Comme
o(A) No(B) = 0, les points z1,..., 2, n’appartiennent pas & o(A) et les
matrices (A — z1,,) sont donc inversibles.

Or un produit de matrices inversibles étant trivialement inversible, on voit
que Q(A) est inversible.

¢) T est évidemmment linéaire. Soit X € KerT, on a donc AX = XB.
D’apres la question précédente, on sait qu’il existe un polynéme @ qui annule
B et tel que Q(A) soit inversible. Avec a) on voit que Q(A)X = XQ(B) = 0,.
Par conséquent X = 0, et le noyau de T est réduit a 0,. Par suite T est
injective.

d) Comme M,,(C) est un espace vectoriel de dimension finie, T" est bijective
et par suite I’équation AX — X B =Y posséde une unique solution X pour
chaque matrice Y € M,,(C).

3. a) Soit A € FE(A) et X une matrice non nulle telle que AX = AXA.
En posant B = AA, on voit que X € Ker(T), ou T est 'endomorphisme de
M, (C) considéré dans la question 2.

On est donc dans le cas ot T' n’est pas injectif, ce qui implique, d’apres 2. ¢),
que § # o(A) Na(AA) = o(A) N (Ao (A4)).

11 existe donc « et B dans o(A) tels que o = A\B. Ceci termine la question
puisque A est inversible et par conséquent 0 & o(A), donc 3 # 0.

b) La matrice *A est diagonalisable puisque que si A = P"!DP avec D
diagonale, on a : ‘A = (*P)D(*P)~ .
Comme (*A—\I) = {(A—\I), et comme la transposée d’une matrice inversible
est inversible, on voit facilement que o(*A) = o(A).

c) Soient A une matrice diagonalisable inversible et (a, 3) € o(A)? (on a
donc S # 0). On choisit deux matrices colonnes non nulles X et Y telles que
AX = aX et AY = BY. On consideére la matrice B = X'Y et on vérifie
qu’elle est non nulle (colonne x ligne). On observe que :

AB = (AX)'Y = aX'Y = ()X ("(0Y)) = (F)X("("'AY)) = (F)X'Y 4
= (%)BA.
On a donc {%; (o, 8) € 0(A)?} C EE(A) et par conséquent I'égalité

souhaitée en tenant compte de la question a).

Exercice 2.12.
Soit n un élément de N* et £ un C-espace vectoriel de dimension 7.

Pour tout endomorphisme f de F, on note fO = Id 'application identité de
E, et pour tout entier naturel k, f**1 = fko f.
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Soit p un élément de N*. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique
d’ordre p 8’1l existe un élément zy de F vérifiant les trois conditions suivantes :

o fP(xg) = o,

e la famille (zq, f(z0),. .., fP " (z0)) est génératrice de E,
e la famille (xq, f(z0),..., fP"*(x0)) est constituée d’éléments deux & deux
distincts.

La famille (xo, f(x0), ..., fP~!(x0)) est alors appelée un cycle de f.
Soit f un endomorphisme de F cyclique d’ordre p

et soit (xq, f(z0),..., fP"1(x0)) un cycle de f.

1. Montrer que p > n.

2. Déterminer I’endomorphisme fP. En déduire que f est inversible.

3. On note m le plus grand des entiers k tel que la famille

(w0, f(x0),..., f¥ " (zo)) soit libre. Montrer que f™(zo) est combinaison
linéaire des m vecteurs g, f(z0), ..., f™ (z0), et qu’il en est de méme pour
f¥(x0) pour tout k > m.

4. En déduire que m = n et que la famille B = (zo, f(x0),..., f" 1 (x0)) est
une base de E.

5. Déterminer la forme de la matrice associée a f relativement a la base B
précédente.

6. a) Soit A une valeur propre de f. Montrer que le sous-espace propre associé
est de dimension 1.

b) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que f soit
diagonalisable.

Solution :

1. Comme la famille (zg, f(z0),..., P 1(x0)) est génératrice de cardinal p,
il vient p > n.

2. Cette famille étant génératrice de E, pour tout x € F, on peut écrire

p—1
r =Y Mf¥(x0). Donc
k=0

1 —1 1
@) = 7% Mf @0) = X M fo (o) = X M FE(S(@0)
. k=0 k=0 k=0
=Y Mff(wo) =2
k=0
Ainsi fP = Id et f est inversible d’inverse fP~1.

3. La famille (zo, f(z0),. .., f™ (z0)) est libre maximale, donc la famille
(0. .., f" Hwo), fM™(x0)) est liée. Ainsi, il existe Ag,..., A\, complexes
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m
non tous nuls tels que . Apf¥(xzg) = 0. Si A, = 0, on obtient une
k=0
contradiction & la liberté de la famille (zg, f(xo), ..., f™ 1(z0)). Donc A, #
0, ce qui entraine que f™(xg) est combinaison linéaire des éléments de

(@0, f (o), - -, f™ " (w0))-

On termine la question par récurrence sur k > m.

4. La famille (xq, f(20),..., f™ !(x0)) est ainsi libre et génératrice de F';
c’est une base de E et m =n
m—1
5. Il existe ag, . . .,a,_1 complexes tels que f™(zg) = Y. apf*(zo).
k=0
La matrice associée & f dans la base (xq, f(z0),..., f" *(zo)) est la matrice
compagnon :
0 0 ... 0 ao
1 0 ... 0 a1
M=1]0 :
: 0
0 0 o1 An—1

6. a) On regarde le rang de M — AI.

e Comme A\ est une valeur propre, ce rang est inférieur ou égal a n — 1.

e Par échelonnement, les (n — 1) premieres colonnes de M — AI sont libres.
Ainsi le rang est supérieur ou égal a (n — 1).

La matrice M — AI et donc de rang n — 1 et dim Ker(M — A\I) = 1.

b) Les sous-espaces propres étant de dimension 1, la matrice M est
diagonalisable si et seulement si M admet n valeurs propres distinctes.

Enfin, la méthode du pivot appliquée & M — AI (ou la résolution directe du
systéme définissant les vecteurs propres ...) montre que A est valeur propre
n—1
de M si et seulement si A est racine du polynéme > aj XF*.
k=0
Ainsi, la matrice M est diagonalisable si et seulement si ce polyndme (qui est
scindé) n’admet que des racines simples.

Exercice 2.13.

Dans cet exercice, m est un entier supérieur ou égal a 2. On pose :

1 0 0 ... O
1 1 1 ... 1

V=1 2 22 ... 2" | € M1 (R)
1 m m?> ... m™

et
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Un= (07 (F) o (1) o o () ()

(Uy, est donc un élément de My 41 (R)).

1. Montrer que pour tout ¢ de [0,m], il existe un unique polynéme L; €
1 sit=j

0 sii#£j’

Préciser le degré et le coefficient dominant de L;.

2. Montrer que la famille £ = (Lg, L1, Lo, ..., L) est une base de R,,,[X].
Soit P un polynéme de R,,[X]. Donner les coordonnées de P dans la base L.

3. Soit ¢ I'application définie sur R,,[X] par ¢(P) = P(™)(0), ot ]?(m) est
la dérivée d’ordre m de P. Montrer que ¢ est une forme linéaire. Ecrire la
matrice de ¢ dans la base L.

R,,[X] tel que pour tout j de [0,m], L;(j) =

4. Montrer sans calculs que la matrice V,,, est inversible. Comment pourrait-
on calculer V-1 ?

5. Calculer le produit U,,V,,.

Solution :
1. 11 s’agit bien entendu des polynoémes de Lagrange aux points 0,1,2,...,m,
soit :
Li( X) — H M
j#i (i—7)

Pour tout ¢ de [0, m], L; est un polynéme réel de degré m et de coefficient
dominant :

1 _ (_1)?77,71
i—-0)(i—1)...1.(-1)(-2)...(i—=m) il(m—1)!

m m
2. On écrit Y a;L; = 0, ce qui entraine que 0 = > o;L;(j) = ;. Ainsi
i=0 i=0
la famille (Lo, Ly ..., Ly,) est libre et de cardinal m 4 1 : ¢’est une base de
R,,[X], et pour tout P de cet espace :

P(X) = gjo P(i)Ls

3. L’application ¢ est effectivement une forme linéaire par la linéarité de la
dérivation et le fait que la dérivée m*™° de P est une constante. Comme
(X™)(m) = m), pour tout i de [0,m], on a :
—1)"" ") _i(m
L(m)X:( :_1mz<_>
i (X) (m —1i)! (=1)
Ainsi la matrice ligne demandée est :

(0 (3) o (7) - con(z)
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4. Les colonnes de la matrice V), représentent les coordonnées des vecteurs
de la famille (1, X, X2,..., X™) dans la base (Lg, L1, ..., L,,) de R,,[X]. La
matrice V,, est donc une matrice de changement de base et, & ce titre, est
inversible.

Pour calculer V, ! il suffit d’exprimer chaque vecteur L; dans la base

(1, X,...,X™) ce qui revient & développer chaque polynéme L; suivant les
puissances de X.

On obtient des formules dites de Stirling, mais les résultats ne sont pas simples

5. La matrice ligne (0 0 --- m!) représente la matrice associée a la forme
linéaire ¢ dans la base canonique C = (1, X,...,X™) de R,,[X] (et R est
rapporté a sa base (1)).

La matrice ligne U, représente ¢ dans la base £ de R,,,[X] (et R est toujours
rapporté a sa base (1)). Enfin, la matrice V;,, est la matrice de passage de la
base £ a la base canonique C.

Par la théorie du changement de base, il vient U, V,, = (0 0 -+ ml).

Exercice 2.14.

Dans cet exercice, R? est muni de son produit scalaire usuel et de sa base
canonique (qui est donc orthonormée), notée C.
Soit A la matrice :

1 -5 5
A=| -5 3 -3
5 =3 3

et f endomorphisme de R? de matrice A dans la base canonique C.
1. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. Déterminer le noyau K = Ker(f) puis une équation et une base B’ de
P=K" .

3. Vérifier que P est stable par f, c’est-a-dire que f(P) C P.
Déterminer la matrice B de I’endomorphisme g de P induit par f, dans la
base B'.

4. Montrer plus généralement que si F' est un sous-espace vectoriel de R3
stable par f, alors F'- est également stable par f.

5. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de g.

6. En déduire une base orthonormée B de vecteurs propres de f.

Solution :
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1. La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable et f est diagonal-
isable. On sait méme que I'on peut construire une base orthonormée de R3
formée de vecteurs propres de f.

T 0 11z — 5y +52=0 —0
2.4y ] =10 <:>{—5x+3y—3z20(:>{$: .
2 0 5z —3y+32=0 y==2
Donc :
K = Ker f = Vect(0,1,1)

Par conséquent P = (Vect(u))* est le plan d’équation y + z = 0 et on peut
choisir pour base B’ de P la famille (v, w) avec v = (1,0,0) et w = (0,1, —1).

11
3.Av=| -5 | =1lv - 5w et
5
1 -5 5 0 —10
Aw=1| -5 3 -3 1 = 6 = —10v + 6w
5 -3 3 -1 -6

Ces calculs montrent que I'image de B’ est une famille de vecteurs de P, donc
par linéarité, P est stable par f. De plus :

B = M (g) = (i _§0>

4. Plus généralement, soit F' un sous-espace stable et y € F*. Alors pour
tout vecteur = de E et avec des notations évidentes :

(2. f(y)) = 'X(AY) = (AX)Y = (f(x),y) = 0, puisque f(z) € F est
orthogonal & y. Ainsi f(y) est orthogonal & F et F- est stable par f.

x x (11 =Nz —10y=0
. B =A =
’ (y) (y> {—5w+(6—k)y=0
Le déterminant de ce systéme vaut (11 — X)(6 — A) — 50 = A2 — 17\ + 16.

Les valeurs propres de B (donc de g) sont 1 et 16 et facilement

1 2
Ey(B) = Vect <1 >, E(16)(B) = Vect (_1>
Soit - { E1y(g) = Vect(v +w) = Vect(1,1,—1)
E(16)(g9) = Vect(2v — w) = Vect(2, —1,1)

6. Pour achever le travail, il n’y a plus qu’a normaliser (on avait pris la
précaution de prendre v et w orthogonaux) :

B= (%(0,17 1), %(17 1,-1), %(2, ~1,1))

Exercice 2.15.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considere R™ muni de son produit
scalaire canonique { , ) et (e1,ea,...,e,) est la base canonique de R™.
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Soit f un endomorphisme de R™ de matrice A = (a;;)1<s j<n dans la base

canonique (e1,es,...,e,). On suppose que A est une matrice symétrique
réelle.
1. Justifier 'existence d’une base orthonormale (g1, ¢e3,...,&,) de R™ formée

de vecteurs propres de f.

Pour tout k € [1,n], on pose f(er) = Agek.

Montrer que 'on peut supposer \; > Ao > -+ > \,.

Cette hypothése est supposée réalisée dans la suite de cet exercice.

N

On note P = (p; j)1<ij<n la matrice de passage de la base (e1,e2,...,€,) &
la base (e1,€9,...,&n).

n n
2. Calculer, pour tout j € [1,n], Y p?;, puis pour tout i € [1,n], > p ;.
i=1 j=1

3. a) Montrer que, pour tout couple (4, j) d’éléments de [1,n]? , p; ; = (ei, ;).

b) Etablir que, pour tout i de [1,n], a;; = (e, f(e;)) puis en déduire que :

n
aii =y Ajlei,€;)?
j=1

M=

4. a) Montrer que, pour tout k de [1,n] : a;; < Mg+ > (A — Ag){es, 5)%

<
Il
—_

M=
&

k
b) En déduire que pour tout k de [1,n] : > a;; <
i=1

s
I
—

Solution :

1. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable. Par conséquent, f
est diagonalisable dans une base orthonormale (en tant qu’endomorphisme
symétrique de R™). De plus si on effectue une permutation des vecteurs de
cette nouvelle base, on ne change pas son caractére orthonormé. On peut
donc ordonner les valeurs propres associées dans tout ordre voulu.

2. La matrice de passage est orthogonale et les deux égalités ‘PP = I et
PP = I donnent, en revenant & la définition du produit matriciel, les égalités
demandées. On peut aussi dire que les colonnes de P et de ‘P sont de norme
1.

n
3.a) Onsait quee; = 3 p jex. Il reste a utiliser le fait que la base canonique
k=1

n
est orthonormale : (e;,e;) = > pi j{ei, ex) = pij
k=1

b) On a . f(ez) = Zajviej. Donc amv = <617f(61)>

j=1
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De plus, comme P~! =! P est la matrice de passage de la base ¢ & la base e,

on a :
n

n
ei =y ("Prick = Y PikEk
=1 =1

On en déduit : . .
fled) = >° pinfler) = D (es, er) Meer

k=1 k=1
Donc : . .
aii = (€, Y (i er)Mer) = O A(es, ex)?
k=1 k=1
4. a) Ainsi :
k n k n
aii =y Nlei,g))> + 20 Njlei i) < X0 Nleig)* + e D (e g5)?
j=1 j=ka1 j=1 =kl
k k k
< X Ajleir ) + X1 = X (eire)?) < 30 (N — Aw)(e g5)% + A
j=1 j=1 j=1

b) Par sommation, il vient :

k k k
Do < 3 (A — M) 2o (i) + ke
=1 =

=1 =1
Ainsi :
k k k n
Za“\Z(A —Ak)zplﬂrk)\k S (A = X)X P74 kA
i=1 = j=1 i=1

IIMx-I

(Aj —Xe) RN = Z Aj
j=1

Exercice 2.16.

Soit £ = R™, n > 2, muni de sa structure euclidienne canonique, pour laquelle
la base canonique B = (e, ..., e, ) est orthonormée, le produit scalaire associé
est noté (.,.). Si u € L(F) a pour matrice M relativement & la base B, on
note ‘u I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est !M.

Siu € L(E), on désigne par o(u) 'ensemble des valeurs propres de w.

0. Vérifier que pour tout u € L(E), on a :
Vz,y €k, <u($)7y> = <m>tu(y)>

1. Soit u € L(E). Montrer que pour tout vecteur « de E, on a :
[u(z)|] < [l]| Z [[u(e:)||?

En déduire que la quantité sup {|lu(z)||} est bien définie et appartient & RT.
=<1

On note [Jul| = sup {|lu(z)[}.
lz||<1



72 ESCP-Europe 2010 - Oral

2. Soit w € L(E). Montrer que ||u(z)| < |Jull||z]| pour tout z € E. Prouver
que |luov|| < ||lull[|v]], pour tout couple (u,v) € L(E)?.

Si u et v sont deux endomorphismes sur F et o un nombre réel, montrer que
I’on a les propriétés suivantes :

lu+vll < flull + [Joll 5 lau] = [efllull et ful] =0 <<= u=0
3. Soit u € L(FE). Montrer que ‘u o u est diagonalisable dans une base
orthonormée de E et que o(tuou) C RT.

En déduire que [[u|| = max {v/X / A € o(*fuou)} et qu'il existe un vecteur
unitaire e de E tel que |[u]| = [Ju(e)]|.

Solution :

0. On écrit, avec des notations matricielles évidentes :
(u(z),y) = (MX)Y ='X(MY) = (z,'u(y))

1. Avec I'inégalité triangulaire et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :

muw=ui¢m@M< mmwmn<'§mm gywmw

i= i

!

1

n

= [llly | 22 llules)®

i=1

L’ensemble {|u(z)|;||z|| < 1} est une partie non vide de RT, majorée par

n
> |lu(es)]|?, elle admet donc une borne supérieure positive.
i=1

2. Soit u € L (E). Si x = 0, 'inégalité souhaitée est évidente, sinon il suffit
de remarquer que le vecteur z/||x|| est dans la boule unité et par conséquent
que [lull = flu(z/||z[)]] = lulz)]l/]|2]-

En utilisant l'inégalité précédente, on voit que ||u(v(x))| < ||ulll|v(z)]| <
[[|[||v]|]|z]|, et il suffit alors de prendre la borne supérieure sur la boule unité
pour obtenir |Ju o v|| < ||ull||v|-

Si u et v sont deux endomorphismes de E et « un nombre réel, les propriétés :

[luto|| < [Jul|+||v] et [Jov|| = |al||u|| découlent immédiatement des propriétés
des bornes supérieures.
L’implication ||ul]] = 0 = wu = 0 résulte de la premiere inégalité prouvée

dans cette question et I'autre implication est évidente.

3. Soit u € L(E), on a (hou(@)y) = (u(@)uly) = (@l o uy).
L’endomorphisme “uow est donc symétrique et par conséquent diagonalisable
dans une base orthonormée (eq,...,e,) de E (on peut aussi dire que la

matrice ' M M est clairement symétrique ... ).
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Si A € o(*uow) et si x est un vecteur propre unitaire associé a A, on a
0 < [lu@)]? = (fuou(@),z) = Az||* = A
et par suite o(*uou) C RT.
(on peut aussi écrire, avec X # 0 :
EMMX = 2\X = 'X!MMX = |MX|]? = )|X||*? = )\#0).
Si on note A; la valeur propre associé au vecteur propre ¢; et A;, la plus
grande valeur propre, on voit que

n n
Ju(z)||* = Zl)\z‘|$z‘\2 < Ay 21 |24]% = Ao ||
1= 1=

On en déduit que |lu| < \/Ai, et comme on a [Ju(e;,)||? = Ay, il en résulte
que

lull = max{v/A; A € o(*uou)}

et qu'il existe bien un vecteur unitaire e = ¢;, de E tel que ||u|| = ||u(e)]|.

Exercice 2.17.

On note E lespace vectoriel réel des fonctions de R dans R de classe C'*°.
Soit un parametre a € R. Pour tout k£ € N, on définit fy € F par :
VreR, fir(z) = xFe®

Pour tout n € N, on note F,, le sous-espace vectoriel de E engendré par
(fos f1y--s fn)-

1. Déterminer la dimension de F,,.

Montrer que 'application D,, : f — f’ est un endomorphisme de E,,, ou f’
désigne la dérivée de f.

2. a) Montrer que D,, est bijectif si et seulement si « # 0.

b) Montrer que, pour tout polynéme P € R[X], "endomorphisme P(D,,)
est bijectif si et seulement si o n’est pas racine de P.

¢) Soient deux polynémes P et @ de R[X] tels que Q(a) # 0, et soit le
polyndéme R = P(Q. Montrer que :
Ker R(D,,) = Ker P(D,,)

3. Pour tout polynéme P € R[X], montrer que la matrice de ’endomorphisme
P(D,,) dans la base (fo, f1,..., fn) est :
T\ pli=i) i<
M = (mij)o<ij<n , avec m;; = { (i)P () sti<y
0 sinon

ott P®*) désigne la dérivée £ du polyndéme P.
Attention : contrairement aux conventions habituelles, la numérotation des
lignes et des colonnes commence a 0.

En déduire que si r est la multiplicité de o comme racine de P, alors :
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Im P(D,,) = E,,— et Ker P(D,,) = E,_4
4. Trouver une fonction f € E telle que Vz € R,

f///(m) _ 20éfl/(x) _"_ a2f/(x) — e(Xx.

Solution :

1. Pour tout Ag, ..., A, € R tels que A\ofo + -+ Anfr =0, on a pour tout x
réel : \g+---+ Ap,z™ =0.

Le polynéme Ay + - -+ + A, X™ a donc une infinité de racines, donc est nul.

Ainsi \g = -+ = A\, = 0. La famille (fo, f1,..., fn) est libre, donc est une
base de E,, et dim E,, = n + 1.

La linéarité de la dérivation est connue. De plus, pour tout k € {0,...,n},
on a :

_Jafktkfr— sik>1
D"(fk){ afr sik=0
Donc, pour tout f € E,, on a D,(f) € E,, ce qui régle le coté «endo» de la
chose.

2. a) D’apres la question précédente, la matrice de D, dans la base

(fo, f1,---, fn) est:

a 1 0

M, = _
0 .oon
«

Comme M, est triangulaire supérieure, elle est inversible si et seulement si
a# 0.
P(a)
b) La matrice de P(D,,) dans la méme base est P(M,,) = 0
P(a)

donc inversible si et seulement si P(«) # 0.

¢) Comme R =QP,on a: R(D,)=Q(D,) o P(D,). D’apres la question
2. b), 'endomorphisme Q(D,,) est bijectif. On a donc :

R(Dn)(f) =0 <= Q(Dn)(P(Dn)(f)) =0 <= P(Dyn)(f) =0

3. Pour tout k € {0,...,n} on a: (D, — ald)(fr) = kfr—1 (& condition de
poser fo = 0). Par récurrence, pour tout j € Non a :

(Dp —add) (fr) =k(k—1)---(k—j+1)fxr—j si k> j, 0sinon
En particulier, si j > n, on voit que (D,, — ald)’ = 0. D’apres la formule de

Taylor quel que soit le degré de P on en déduit que :

P(D,) = P()Id+ P()(D, - ald) + -+ T (@)

(D,, — ald)"
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Donc, pour tout k € {0,...,n} on a avec k(k—1). J'(k‘ —j+1) _ (];) :
P(Dy)(fx) = P(a)fx + P(@)kfr—1+---

= P@)fi+ (1) Pre)fir +-+ (5) PO )

D’ou la matrice annoncée.

On sait que la multiplicité est caractérisée par :
a racine d’ordre 7 <= P(a) = P'(a) =--- = PU"D(a) =0 et P (a) #0
d’ott les résultats annoncés en observant la matrice (échelonnée) M précédente.

3
4. Si @ = 0 la relation s’écrit f"”(z) = 1, donc f(z) = % convient. Si « # 0,

et si on cherche f dans E,,, ou la relation s’écrit :
P(Dy)(f) = fo avec P = X(X — a)2

Comme « est racine double de P, on sait que Im P(D,,) = E,,_o.

Le probleme admet donc une solution f € Fs c’est-a-dire de la forme
[=afo+bf1+cfa.

0 0 2«
D’apres la question 3, la matrice de P(Dy) est M = [0 0 0 |, et la
0 0 O
relation voulue est équivalente a M 0 , donc les solutions sont
=354 et a,b quelconques et f = 5 convient.
Exercice 2.18.
1 1 -1
Soit A la matrice A = 1 1 1 |, et f l'endomorphisme de R?® de
11 1

matrice A dans la base canonique.

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. Justifier que
A est diagonalisable.

On note alors D une matrice diagonale semblable a A.

2. Déterminer un polynéme annulateur @) de D, unitaire (c’est-a-dire de

coefficient dominant égal a 1) et de degré minimum.
En déduire un polyndéme annulateur de A ayant les mémes propriétés.

3. Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel £ engendré par la famille
(AF)ken.

4. Déterminer l'ensemble C des matrices de M3(R) qui commutent avec A.
Comparer C et .
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Solution :
x x 1-Nz4+y—2=0
LAy ]l =2y | =<2+1-Ny+2z=0
z z r+y+(1-XNz=0

z+y+(1-XNz=0
= Ay+A2=0
1-XNz+y—2=0

*A:Odonne{x+y+z:0 oit {ZZO

r+y—z=0 =—x
1
0 est valeur propre et E(g) = Vect [ —1
0
y=z
* Si A # 0, le systéme devient : {33 +(2-XN)z=0
(1-=XNx=0
Pour A =1, il reste {Z;j: 0’ sinon z = 0 et pour A = 2, il reste y = z.
Ainsi 1 et 2 sont les autres valeurs propres, avec :
-1 0
E(1) = Vect 1 et Eg) = Vect | 1
1 1
A est diagonalisable, car carrée d’ordre trois admettant trois valeurs propres.
1 -1 0
2.Por P=| -1 1 1| et D = diag(0,1,2),ona A= PDP~! dou
0 1 1

pour tout polynéme R :
R(A) = PR(D)P~! et R(A) =0 <= R(D) = 0.
et comme R(D) = diag(R(0), R(1), R(2)), la solution est le polynéme
Q=X(X-1)(X—2)

3.0n a Q(A) = 0, donc en développant A3 = 342 —2A € Vect(I, A, A?). Par
une récurrence simple, k > 3 = AF € Vect(I, A, A?) et £ = Vect(I, A, A?).
De plus comme il n’existe pas de polynéme de degré 2 annulateur de A, la

famille précédente est libre, donc est une base de £. Soit :

dim& =3
4. MA= AM <= MPDP ! = PDP'M < P 'MPD = DP 'MP.
En posant N = P~'MP, on voit aisément que les solutions de I’équation
ND = DN sont les matrices diagonales, qui forment un espace de dimension
3., donc :

C = {Pdiag(a,b,c)P~1, (a,b,c) € R3}
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Cet espace est donc aussi de dimension 3, et comme I, A, A% commutent avec

A
C=¢&

Exercice 2.19.

Dans cet exercice, R? est muni du produit scalaire usuel, celui pour lequel la
base canonique C est orthonormée.
7T -2 2
Soit la matrice : A = % -2 7 2], et f I'endomorphisme de R? de
2 2 7
matrice A dans la base canonique.

1. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? Déterminer les valeurs propres
et les vecteurs propres de f.

On note D (respectivement P) le sous-espace propre de [ de dimension 1
(respectivement 2). Soit u et v les projections orthogonales de R® sur D et P
respectivement.

2. Vérifier que D et P sont orthogonaux.
3. Que valent u +v et uowv?

4. Montrer qu'il existe des polynomes réels R et Q tels que u = R(f) et
v =Q(f).

Déterminer de deux fagons les matrices U et V' des endomorphismes u et v
respectivement, dans la base C.

5. Calculer les valeurs de rg(U), rg(V), puis déterminer les matrices U + V'
et UV. Expliquer pouquoi les matrices U et V' sont symétriques.

Solution :

1. La matrice A est symétrique réelle, donc A (et aussi f) est diagonalisable,
et on peut méme choisir la matrice de passage diagonalisante orthogonale.

x x (7T=3N)x—2y+22=0
Alyl=X2ly | <= 22+ (7T-3Ny+22=0
z z 20 +2y+ (7—3\)z=0

L’opération Ly < Lo+ L3 donne 3(3—\)(y+z) = 0 et la discussion est alors
banale :

* Si A = 3, le systéeme se réduit 2x + 2y — 2z = 0, donc 3 est valeur propre
de f et le sous-espace propre associé est le plan P d’équation x +y — 2z =0
que l'on peut engendrer par les vecteurs (1,0,1) et (1,—2,—1) (on a pris la
précaution de les prendre orthogonaux).

* Si A # 3, Ly donne donc z = —y et le systeme devient :
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(7—=3N)x—4y=0
z2=—y
20+ (BA=5)y =0

(7T=3XN)(BX=5)+8=9(3—X)(A—1), donc la derniére valeur propre de f
est 1 le sous-espace propre étant la droite D dirigée par le vecteur (1,1, —1).

1/V3 1/v2 1/V6

Pour H=| 1/V3 0 —2/V6 |,ona'H =H et A= Pdiag(l,3,3)!P
“1V3 1V -1/VE

2. On sait que les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux.

3.0n a D@+ P = R3, donc u et v sont les deux projecteurs associés & une
somme directe et u +v = Id, uov=vou=0.

4. Dans la base B orthonormée obtenue dans la question 1. (voir les colonnes
de H), on a :

U’ = Mg(u) = diag(1,0,0). Avec D = diag(1,3,3), on a :
R(1) =1
R(3)=0

V' = Mp(v) = diag(0,1,1) et on a V' = Q(D) <— {g

U:Rwy:{

On peut donc prendre R = —%(X —3)et Q= %(X -1).
A)et V =0Q(A) ou

Par la théorie du changement de base, on a donc U = R
U=HU"H etV =HV'""H, dot :

1 1 -1 2 -1 1
U:% 11 fl,V:QfU:% 1 2 1
1 -1 1 1 1 2

5.0nargU =rgu=11rgV=1gv=2U+V =13, UV =VU =0.

Les matrices U et V sont symétriques, car elles traduisent dans une base
orthonormée des projecteurs orthogonaux, ces projecteurs sont donc des
endomorphismes symétriques.



