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Exercice 2.01.

Dans tout cet exercice n est un entier naturel non nul, E désigne I’espace vectoriel
des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur ou égal a n. On pose, pour tout
(P,Q) € E?

+oco '

(P,Q) = A P(t)Q(t)e™" dt

1. Montrer que 1’on définit ainsi un produit scalaire sur .

2. Soit B = (By, By, ..., By), avec pour tout ¢ € [0,n], B;(X) = )f—: Montrer
que B est une base de E et calculer, pour tout (i, j) € [1,n]?, (B;, B;).

3. Pour tout k € [0, nf, on pose

bt e fa (1)
fr(t) =the tet L(t) = (-1) e
oll f,gk) désigne la dérivée k™ de la fonction f.

a) Montrer que Lj est une fonction polynomiale. Déterminer son degré et ses
coefficients.

b) Montrer que £ = (Lg, L1, ..., Ly,) est une base orthonormée de E.
¢) Ecrire Ia matrice de passage A de Ba L.

4. Soit T' I’application définie sur E par : pour tout P € E, T(P) = P(X - 1).
a) Montrer que 7" est un endomorphisme inversible de E. Déterminer 71,

b) Ecrire la matrice de 7" dans la base canonique de F et la comparer a A,
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Solution

1. C’est une question standard. L'intégrale existe en raison du peu de poids de
e~* en +o00. L’application est bilinéaire symétrique par linéarité de 1'intégrale et
commutativité du produit polynomial. Elie est positive car P?(t)e~* Iest sur RT et

définie positive car ¢ — P2(t)e™" est positive continue non identiquement nulle si
P #£0.

2. La famille (By, ..., By,) de polynémes de E est échelonnée en degrés : elle est
libre. De plus elle est de cardinal n + 1 = dim E : ¢’est une base deE. Enfin
4o

L ; N
BBy — A [T irsergy - ()
i3l Jo il5!

3. a) On calcule f,gk) aI’aide de la formule de Leibniz :
k
(k) ket KN & ik (_qyk—jo—t
100 = Lrre) = 3 (5) L)1

j=0 dt?
1k ¥ k! tk 3
= (50 () gyt
Ainsi Ly, est- 11 un polyndéme de degré k de coefficient dominant ]11 défini par :
Li(t) = -1y )t
{0 = 2D Gt

b) La famille £ est une base car échelonnée en degré et de cardinal n + 1.
Soit p < k. Une intégration par parties (directement avec la borne infinie, car on
constate que le passage & la limite est sans histoires) donne :

(Lg, L) = £_L 0+°° FE WL, b)dt
— o0 _ +o00 -1
- *k!) [f-‘,ﬁ"‘”(t)Lp(lt)]0+ —% f D@L, (bt

Remarquons que pour 0 € j < k

. 7 g . ,

1) = 7 (1 (1) klk — 1)+ (b — i + 1)t et §0(0) = 0, car
i=0

k —1i> 0pouri € [0,4].

Ainsi le crochet de cette intégration par parties est nul en 0, et de limite nulle en

~+o00, par négligeabilité classique, donc :

—1)FHL [T
(L) = = [T (D
En réitérant ce processus, on arrive a :

(L) = SB[ 500 = o

puisque p < k et que le degre de L est égal a p.
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Enfin, pour p = k, on arrive ainsi 3 :
- 1 [T 08 L[
- Jo J0
référence du cours de probabilité)
Lamatrice de passage de la base B 4 1a base £ a comme colonnes les coordonnées des
polynémes Lo, ..., L, dans labase (By, . .., B, ). Il suffit de se reporter a I’ écriture
de L dans cette base, soit :
()= 3 (-5 (%) L = 2 i)
k = - T = - - y
j=o 77 (G) i=0 3777
4. a) L’application T est clairement un endomorphisme de E inversible d’inverse
P+ P(X +1).
b) On a, pour tout k € [0, n],
k /k o k ok o
(X -1k =3 (5)(-0F7x7 = (-1F 3 (§) (-1
A j=0\J j=0 \J
La matrice associée & T" dans la base (1, X, ..., X™) est donc obtenue 2 partir de la

matrice A définie dans la question précédente, en multipliant la k-i¢me colonne par
(—1)*, pour tout k.

Exercice 2.02.

Dans cet exercice E = R3 est muni de sa structure euclidienne canonique.
a

Soitu = | b | € R3 tel que ||u|| = 1. On note D = Vect(u) et p la projection
c

orthogonale sur D).

1. Soitz € E.
a) Exprimer p(x) en fonction de u et z.

b) Ecrire la matrice P de p dans la base canonique de E.

0 —c b
On note M = ¢ 0 —a | et f I'endomorphisme de F canoniquement
—-b a O

associé a M.,

2. Montrer que ker f = D et Im f = D+,

3. a) Exprimer M? en fonction de Pet I.
b) En déduire les valeurs propres de f2.
¢) L'endomorphisme f est-il diagonalisable sur R ?

4. On pose pour tout ¢ réel g; = I + (sint)f + (1 — cos#) f2.
a) Exprimer f2 en fonction de f.
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b) Calculer g; o gy pour (¢, ') € R2,

¢) En déduire que pour tout ¢ réel, g; est bijectif et déterminer son inverse.

Solution

1. a) On sait que I’on a alors : p(z) = (z, u)u.

a? ab ac

b) En utilisant pour z respectivement e;, e2, e, il vient P = | ab b2 be
ac bc c?
—cy+bz=0
2%Powr X =%(z y z),onaMX =0 {cm—az:O
—bx+ay=0
b

Supposons par exemple a # 0, le systtme donne alors y = ahE= -g—:z: et donc

(z,y, ) est colinéaire 2 (a, b, c). Le résultat est bien entendu le méme siona b # 0
ou ¢ # 0 et comme a2 + b + ¢? = 1, I'une au moins de ces coordonnées est non
nulle. Ainsi
Ker f =D

* Soit ¥ € Im f, il existe = tel que y = f(x) et la matrice M étant antisymétrique,
pour tout z € D = Ker f, on a, avec des notations évidentes :
(z,f(x)) = ZMX =tX*MZ = —*XMZ = —(x, f(2)) = 0. Cela montre que
f(z) est orthogonal 4 z, donc que Im f C D+,
On termine avec le théoréme du rang qui montre que dim D+ = 2.
3. a) Aprés calcul M2 = P — I.

b) Les valeurs propres de M? sont celles de P décalées de —1, par conséquent
Sp(f?) = {-1,0}

c) Si X est une valeur propre de £, alors A? est une valeur propre de f2. Donc
A€ {0,i,—1}.
Si f était diagonalisable sur R, sa seule valeur propre serait O et f serait nulle, ce qui
est exclu. Donc f est non diagonalisable sur [R.

4. a) On sait que M? = P — I. En calculant M P, on trouve M3 + M = 0 soit
P+f=0
b) En utilisant les formules trigonométriques et f2 = —f, f* = 2, il vient
giogy = I +sin(t +t)f + (1 —cos(t +t'))f? = guyv
c) Ainsi, comme go = I, (g;)~! = g—+-

Exercice 2.03.
Soit n € N*, Pour toute matrice M € M,,(C), on note
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C(M) = {N € M,(C) telles que MN = NM}.

1. Montrer que, pour toute matrice M € M,,(C), I'’ensemble C'(M) est un espace
vectoriel.

2. Soit A € C et I, la matrice identité. Déterminer C (A, ) et préciser sa dimension.

On note C,,_; [X] I’ensemble des polyndmes a coefficients dans C de degré au plus
n—1
Soit (A1, ..., An) € C™ des nombres complexes deux-a-deux distincts. On pose :

:Cri[X] = C* P (P(A1),...,P(A\)).
3. Montrer que I’application ¢ est bijective.
Dans toute la suite, A € M, (C) désigne une matrice dont les valeurs propres sont
{A,.-, A}
4. Soit B € C(A).
a) Montrer que tout vecteur propre de A est un vecteur propre de B.
b) En déduire que B est diagonalisable.

5. En déduire que C(A) = {Q(A),Q € C,,—1[X]}.

Solution

1. On montre sans difficulté que C(M) est un sous-espace vectoriel de M,,(C), car
'application N — M N — N M est clairement linéaire et C (M) est son noyau.

2. Comme la matrice identité commute avec toutes les matrices de M,,(C), alors
C(Al,) = Myn(C), et dim C(AL,) = n?.

3. Dapplication ¢ est linéaire.

Montrons que 1’application ¢ est injective :

Soit P € Ker ¢. Alors, p(P) =0, soit Vi € [1,n], P(X;) = 0.

Ainsi, P est un polyndme de degré au plus n — 1 qui posséde n racines distincts,
donc P = 0.

Finalement, ¢ est injective et dimC,,_;[X] = dimC™ = n, donc, d’apres le
théoréme du rang, ¢ est bijective.

4. a) Sott e un vecteur propre de A. Ainsi, il existe A € {A1,..., A} tel que de = Je.
Comme B € C(A), alors A(Be) = B(Ae) = A(Be).

Donc Be € Ker(A — Al,). Or, comme les valeurs propres de A sont toutes
distinctes, A est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1.
Ainsi, Ker(A — AI,) = Vect{e}, etil existe u € C tel que Be = pe.

De plus, e n’est pas le vecteur nul, donc e est un vecteur propre de B.
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b) Comme A est diagonalisable, il existe une base ey, ..., e,) de C™ constituée
de vecteurs propres de A. D’aprés la question précédente, la matrice de B dans la
base (e1,. .., en) est également diagonale et A et B sont donc diagonalisables dans
une méme base.

5. Notons C,,_; [A] = {P(A), P € C,_1[X]}.
e Comme A commute avec toutes ses puissances, alors C,,_1[A] C C(A).

e Soit B € C(A). D’aprés la question précédente, il existe une matrice de
changement de base P et (1, ..., un) € C™ tels que

A= P ldiag(Xi,..., An)Pet B = P ldiag(u1,..., tn)P.

Or, la fonction ¢ étant injective, il existe un polyndéme @Q € C,_;[X] tel que pour
tout: € [1,n], @(A;) = u;. Finalement, @ (diag(\i,. .., An)) = diag(p1,..., i)
et Q(A) = B.

Ainsi : C(A) = Cp,—1[A].

Exercice 2.04.

On note I, 1a matrice identité d’ordre n. Soit ¢ : M,,(R) — R une application non
constante telle que, pour tout A, B € M,(R),ona:

#(AB) = 4(A)p(B).
1. a) Montrer que (I} = 1 et ©(0) = 0.
b) Montrer que si A est inversible, alors p(A) # 0.
c¢) Comparer p(A) et p(B) lorsque A et B sont deux matrices semblables.

2. On suppose dans cette question que n = 2 et que l’application suivante
¥ : R* — R est de classe C*.

b
vi@bed—e((2 1))
a) Calculercp((é 8)) (on pourra utﬂisercp((g (1))))

t

b) Soit application f : R — R définie par : Vt € R, f(f) = ¢ ((% (1))) ,
Montrer que f est de classe C* sur R et qu’il existe o € R tel que f/ = af. En
déduire une expression de f en fonction de a.

c) Montrer que, pourtout A; > 0et Ay > 0,0na: g (()(\)1 )(\]2)) = (A1 A2)%.

d) Calculer ’cp (()(\Jl )? )) | pour tout (A, Az) € R2.
2 |
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3. On revient au cas général (n quelconque). On admét I'existence de matrices
Jo,J1,...,Jn € M, (R) qui vérifient la propriété suivante : une matrice A €
My (R) est de rang r € [1,n] si et seulement s’il existe P, Q@ € M,,(R) inversibles
telles que A = PJ,.Q.

a) Pour tout r € [1,n — 1] montrer qu’il existe deux matrices A et B de rang r
telles que AB soit de rang r — 1.

b) En déduire que A € M,,(R) est inversible si et seulement si ¢(A) # 0.

Solution

1. a) Pour toute matrice A telle que A2 = A (en particulier I, et 0), on voit que
(A) est solution de Iéquation 2 = z donc vaut 0 ou 1.
Par 1’absurde, si on avait ¢(I,,) = 0, alors on aurait
p(A) = p(ALL) = p(A)p(In) =0
pour tout A donc I’application ¢ serait constante (nulle), ce qui est exclu : donc
I,) =
;l:afr 1’)absurde, si on avait ¢(0) = 1, alors on aurait
p(A) = p(A)p(0) = p(A0) = ¢(0) =1
pour tout A donc I’application ¢ serait constante, ce qui est exclu ; donc ¢(0) = 0.
b) Si Ainversiblealors 1 = ¢(I,,) = p(AA™1) = o(A)p(A~1) ; ainsip(A) # 0.
c)SiA=PBP1 alors:
p(A) = p(PBP™) = o(P)p(B)p(P~) = p(P)p(P~")p(B)
= o(PP™'B) = ¢(B).

2.a)0na0=90(0):f’(0((1] g) (g [1)))=‘P(((1) 8))@((8 (1)))

1 0 00 1 0
car (0 0) et (0 1) sont semblables. Donc ¢ ((0 0)) = 0.

b) La fonction f est de classe C' comme composée de fonctions C*. On vérifie
facilement que pour tout (z,t), f(z +t) = f(z)f(t).
En dérivant par rapport a  puis en évaluant en z = 0 on obtient f'(¢) = f/(0) f(¢).
Comme f(0) = ¢(I,) = 1, en posant o = f'(0) et en résolvant 1'équation
différentielle, on a ;
VteR, f(t) = et

c) Les matrices ( et) ( (1]) sont semblables donc :
0
e

-

VieR, ¢ (
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Pour A, A2 > 0, on adonc:

A O . et 1 0 — pln g jaln )
o((5 2)) =" 9)e(o o)) e

— (Mha)e.
d) Pour A1, Ag # 0, comme X2, A2 > 0,d’apr2s le b), ona:

(5 2DF=e((5 5))#((5 2))=+((F )
= (A1) = (IMxel?)”.

Si A3 = 0 (et de mé€me si Ay = 0), d’apreésle a),ona:

o((5 2)) (G 2))e((5 7))o

Finalement (avec la convention 0 = 0 méme sicx < 0),ona:

(5 2))

3. a) Il suffit de prendre pour A et B les matrices diagonales — comportant chacune
r fois le nombre 1 sur la diagonale et n — r fois le nombre 0 — suivantes ;
A =diag(1,...,1,0,...,0), B =diag(0,1,...,1,0,...,0).

b) Compte-tenu du 1.b), il suffit de montrer que si A n’est pas inversible, alors

w(A) = 0. D’apres la propriété admise au début de la question, on voit que, pour
une matrice A de rang r, on a p(A) # 0 si et seulement si ¢(J, ) # 0. Il suffit donc
de montrer que p(Jg) = -+ - = p(Jp—1) = 0.
Notons r le plus petit entier tel que (J;.) # 0 et supposons par I’absurde que r < n.
Alors d’aprés la question précédente, il existe A et B de rang r tels que AB est de
rang r — 1. Or ceci est absurde car alors on aurait 0 = @(AB) = p(A)p(B) avec
w(A) # 0 et p(B) # 0. D’od le résultat.

= ol

Exercice 2.05.

On considére ’espace euclidien R™ (avec n € N*) muni du produit scalaire
canonique donné par {z,y) = i z;y;, pour (x,y) € (R™)2,

On dit qu’une matrice A, a;;par;:rllant aI’ensemble M,, des matrices carrées d’ordre

n € N et A coefficients réels, est positive si et seulement si elle est symétrique et
vérifie la condition suivante :

pour tout z € R™, (Az,z) 2 0

Soient A, B deux matrices symétriques de M,,, on écrira A < B si et seulement sila
matrice B — A est positive. On admettra qu’une matrice est positive si et seulement
si elle est symétrique et a toutes ses valeurs propres dans R, .
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On rappelle que la forme linéaire tr définie sur M,, par tr(M) = > my,  avec
k=1

M = (mi;)o<ij<n Vérifie tr(AB) = tr(BA) pour tout couple de matrices

(A,B) e M2,

1. On se place dans R? et on considere les matrices :
(10 (21
A= (0 0) b= (1 1)
a) Montrer que 0 < A < B, mais que ’inégalité A2 < B? est fausse.
b) Vérifier que ’on a tr(A2%) < tr(B?).

2. Soient A une matrice positive de M,, et P une matrice orthogonale de M,,.
Montrer que la matrice *PAP est positive et que tr(A) = tr(* PAP). En déduire
T

que tr(A) = 3 (Aex, ex) pour toute base orthonormale (ey)r—1,... , de R™.
k=1

3. Soit A une matrice positive de M,,. Justifier I’existence d’une base orthonormale

(éx)k=1,...,n de vecteurs propres de A. Montrer que tr(AB) > 0 pour toute matrice

positive B.

4. Soient A, B, C, D quatre matrices positives de M, telles que A < Bet C < D.
a) En utilisant la question précédente, montrer que tr(AC) < tr(BC).

b) Prouver que tr(AC) < tr(BD). En déduire que si 0 < A < B, alors
tr(A?) < tr(B?).

Solution

1. La matrice A est symétrique et ses valeurs propres sont 0 et 1. D’apres le critére
donné dans I’énoncé, elle est positive. La matrice B est symétrique et la matrice

B-A= 1 }) a pour valeurs propres 0 et 2, elle est donc positive. On a donc
bien0 < A £ B.

Un calcul simple donne B? — A2 = (;l 3) .

Ses valeurs propres sont A\; =3 — v/10 < 0 et Ay = 3 + /10 > 0. Elle n’est donc
pas positive et par conséquent I’inégalité A2 < B? est fausse.

2. Si on revient & 'exemple des deux matrices A et B données dans la question 1,
on observe que tr(A%) = 1 € tr(B%) =T.

3. Soient A une matrice positive de M,, et P une matrice orthogonale de M,,. Il est
clair que la matrice ' P AP est symétrique etona (* PAPu, u) = (A(Pu), (Pu)) >0
puisque A est positive.



46 ESCP-Europe 2013 - Oral

Le rappel fait montre que tr(! PAP) = tr(AP*P) = tr(A) puisque PP = I.
Comme la matrice de passage entre deux bases orthonormales est orthogonale, on

obtient immédiatement avec 1’égalité précédente tr(A) = > (Aey, ex) pour toute
k=1
base orthonormale (ex)g=1,...n de R™.

4. Dexistence d’une base orthonormale (ey) k=1,...,n de vecteurs propres de A est
une conséquence directe du cours puisque A est symétrique réelle.

Avec la question 3, on voit que ;
ELS T

tI‘(AB) = Z (ABek,ek) - z (Bek,Aek) = z Ak(Bek,ek) = 0
k=1 k=1 k=1

car les valeurs propres )\, de A sont positives et les produits scalaires (Beyg, ex) sont
positifs puisque B est positive,
5. a) Comme B — A est positive, on a d’aprés la question précédente :
0 € tr((A — B)C) = tr(AC) — tr(BC)
ce qui donne bien I’'inégalité souhaitée.
b) De mani¢re analogue, on montre que tr(BC) < tr(BD) et en récapitulant

on obtient bien tr(AC) < tr(BD). En posant C = A et D = B, on trouve
tr(A2) < tr(B?) pour tout couple de matrices positives (A, B) vérifiant 0 < A < B.

Exercice 2.06.

Pour tout n € N*, note F,, le R-espace vectoriel des fonctions réelles de classe C™
sur [0, 1] et Ey le R-espace vectoriel des fonctions réelles continues sur [0, 1].

On note N2 ’ensemble des fonctions f de E vérifiant f(0} = f(1) = 0.
On considére I’application u définie sur Ny parV f € No, u(f) = f”.

1. Montrer que u est une application linéaire injective de Ny dans Ey.

1
2. Soit g € Ey. Pour tout z € [0, 1], on pose G(z) = 1 z — t|g(t) dt.
2 Jo

a) Montrer que G € E; et exprimer G en fonction de g.
b) Montrer que u réalise un isomorphisme de N2 sur Ey.

¢) On note ™" la bijection réciproque de u. Vérifier que pour tout z de [0, 1] :

1 1 1
i@ = § [ e~ towa-§ [ o § [ 0 - 290

3. Pour tout € N, on note P, 1’espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles
de degré inférieur ou égal 4 n. On note N,, le sous-espace vectoriel de P,, constitué
des fonctions polynomiales P € P, vérifiant P(0) = P(1) = 0.

Pour tout entier naturel k et tout réel z, on pose ex (z) = z* et fr(z) = ¥+ 1 (z —1).
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On note B = (ep, €1,...,€,)-
On considére enfin I’ application linéaire v définie par
v(P)=P"
a) Montrer que C = (fo, f1,. .., fn) est une base de N, .

b) Ecrire la matrice A de v relativement aux bases C et 1. Montrer que A est
inversible.

k
¢) Soit z € R. Soit k£ € N. Simplifier Ia somme > f;(z).
§=0
d) Expliciter I’inverse de A.

Solution

1. On commence par remarquer que u est une application linéaire.

Si f € Na, f” est continue sur [0, 1], donc u(f) = f* € E,.

Soit f € ker(u). Alors, f = 0. Il existe donc deux constantes a et b telles que pour
tout z € [0,1), f(z) = az + b. Comme f(0) = f(1) = 0, ontrouve @ = b = 0.
Donc, u est injective.

2. a) Pour tout z € [0, 1],
1

6() = §([ @ =90+ [ (¢~ 2)g(e)at
B l - x B x 3 €T . X
- L /O o(t)dt fo tg(t)dt fl tg(t)dt + fl g(t)dt)

Sous cette forme, on voit que la fonction G est dérivable sur [0, 1] et pour tout
z€l0,1]:

x

6'(@) = §(ao(@) + [ 9(e)it —ag(c) - ao(a) + 9(a) + [ g(t)dt)

=3[ ot + [ otoar

Ainsi G’ est dérivable sur [0, 1] et, pour tout z € [0, 1], G”(z) = g{z), fonction qui
est, par définition, continue sur [0, 1]. En conclusion, G € E; et G = g.

b) Soit g € Ey. On cherche un antécédent H & g dans N,.
Posons H : ¢ — G(z) + az + b, o1 (a, b) € R2.
On remarque que u(H) = H' = G" = g.
Reste a déterminer a et b pour que H soit dans No. Comme G est dans E,, H est
aussi dans F5. Reste a fixer a et b pour avoir H(0) = H(1) = 0, ce qui équivaut a

1 1
%/tg(t)dt—}-b:[)et%/ (1-t)gt)dt+a+b=0.
0 0

1 1
On trouve a = %/ (2t —1)g(t)dtetb = —%f tg(t)dt.
0 0
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Avec ce choix de a et b, on obtient donc une fonction H € Nj telle que g = u(H).
L’ application linéaire u, dont nous avons déja montré I’injectivité, est ainsi surjective
et » réalise un isomorphisme de N> sur Ey.

¢) Soit g € Ey. D’aprés la question précédente, pour tout z € [0, 1],

1 1
u~(g)(z) = G(z) + ax + baveca = %fo (2t — Dg(t)dtetb = _%-/0 tg(t)dt

3. a) On commence par remarquer que les fonctions f; appartiennenta N, 2. Comme
la famille C est une famille de polyndmes a degrés échelonnés, ¢’est une famille libre.

Soit P € Np,42, P admet alors 0 et 1 comme racines, ce qui implique qu’il existe un
polyndme Q € P, tel que pour tout z E [0,1] P(x) = z(z — 1)Q(z). En écrivant

Qz) = E axx*, on obtient P = Z ay fx, ce qui montre que la famille C est
k= k=0
également génératnce de Ny 4o.
b) On a v(fy) = 2¢p et pour tout k & [1, n],
v(fr) = (k + 2)(k + l)ex — (k + 1)keg—1. D’ob la matrice

(22 0 0\
0 6 ... 0 0
0 0 .. —k(k+1) ... 0
A=} .
(k+1)(k +2) :
0 ... 0 —n(n+ 1)
\o o .. 0 o (1)t 2)/

La matrice A est une matrice triangulaire supérieure sans 0 sur la diagonale. Donc
A est inversible.

k k A .
c)Pourtoutk € Nettoutz € R, 3 fi(z) = Y. (2712 — zi*t1) = g*+2 _ g,

d) On applique les résultats trouvés dans la question 2(c). Pour tout & € [0, n],

uex)(z) = %/“’(w ~ t)tkdt + %/1(t — x)tkdt
0 x

1 1
- %f th+1ds — %/ (1— 2t)tkdt.
0

LFH2 _ gk 1

(k+ 1)k +2) (k+1)(k+2)2f3()

Apres calculs, u (e )(z) =
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(l 1 1 1
2 6 n{n + 1) (n+1)(n—i—2)\
0 1 1 1
-6 n(n1+ 1) (n+ 1)1(n +2)
o A” =
Dron: 4 0 0 nn+1) (n+1)(n+2)
\0 0 .. 0 m+¢in+m/

Exercice 2.07.

Soit f un endomorphisme non nul d’'un R-espace vectoriel F de dimension 3, tel
que :

P+f=o.
On admet que f posséde au moins une valeur propre réelle.
1. Montrer que E = Ker f @ Ker(f2 + id).

2. Montrer que dim Ker(f? +id) > 1. Soit z € Ker(f2 +id), x # 0 ; montrer que
(x, f(x)) est une famille libre de Ker(f? + id).

3. Déterminer les valeurs propres de f et les dimensions des sous-espaces propres
associés. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

4. Montrer qu’il existe une base de F dans laquelle la matrice de f est :

00 0
A=10 0 -1
01 0

5. Résoudre I’équation u? = f, ol ’inconnue u est un endomorphisme de E.

Solufion

1. Montrons que tout x € FE s’écrit de maniére unique z = y + z, avec
(y,2) € Ker f x Ker(f? + id) par analyse/synthése.
St z possede une telle écriture alors :

f2(x) = f2(y) + f?(z) = —z cary € Ker f et z € Ker(f2 + id).
donc z = ~ f2(z) ety = z + f2(x).
Réciproquement, tout  s”écrit clairement sous la forme : z = y+zavec z = — f2()
ety =2z + f2(z)etona:

(FP+id)(2) = (- = @)= -f(fP+fz) =0 = z¢ Ker(f? + id)

et
fy)=fz+ f22)= P+ f(z) =0 = yecKer f.
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2. Par I’absurde si dim Ker(f? + id) = 0, alors f2 + id est injectif, donc bijectif
(dimension finie). En composant la relation f3 + f = (f> +id) o f = 0 par
(f? +id)~* on adonc f = 0 ce qui est contraire aux hypothéses.

Le vecteur z appartient 3 Ker(f2 + id) par hypothése ; le vecteur f(z) appartient 3
Ker(f? + id) d’aprés larelation f3 + f = 0. Si Az + pf(z) = 0, en appliquant f,
ona Af(z) — px = 0 d’ol, par opérations : (A2 + p2)z = 0,d’0d A = p = O car
z#OetApelR

3. Comme X2 + X est un polynéme annulateur de f qui a pour seule racine réelle
0 et que, par hypothese, f admet une valeur propre, alors A = 0 est la seule valeur
propre de f.

En particulier Ker f est de dimension au moins 1 ; d’aprés la question 1 on a donc
dim Ker(f? + id) = dim(E) — dimKer f < 2. D’aprés la question précédente
dim Ker(f2+1id) > 2 puisque cet espace posséde une famille libre de deux vecteurs.
Donc dim Ker(f? + id) = 2 et dimKer f = 1.

0 est la seule valeur propre de f et f n’est pas I’endomorphisme nul, donc f n’est
pas diagonalisable.

4. On prend e; une base de Ker f et une base de Ker( 24+ id) formée de e; # O et
es = f(ea). .

Siu vérifieu? = f,alorsuo f = u® = fou.Onendéduit que Ker f et Ker(f2+id)
sont stables par u, donc 1a matrice de « dans la base €1, e, e3 est de la forme :

A 00
U=1]10 a b
0 c d
A2=0
a?+bc=0
50na: U2 =A<=<{ ad+bd=—1.
ac+cd=1
be+d2=0
0 0 O
Donc A=0Oetontrouve U/ =+ [ 0 1 —1
V2 c 1 1

Exercice 2.08.

On note E I’ensemble des fonctions f : R — R de classe C™ sur R et telles que
pour tout entier k € N, la dérivée k'™ de f, notée f(*), est bornée sur R.
On définit une application u sur F en posant :
wf)=rf+f
Pour tout f € F, on pose || f||oo = sup{|f(z)],z € R}.
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1. Montrer que E est un espace vectoriel et que u est un endomorphisme de E.

“+-co
2. Pour g € E, on pose G(z) = / e Vg{z — v)dv.
0

a) Déterminer le domaine de définition de la fonction G.

b) Montrer que la fonction GG est bornée sur son domaine de définition.

c) Montrer que la fonction G est dérivable sur R et trouver une relation entre G,
G’ et g. Conclure que G est dans E.
3. a) Montrer que 1 est valeur propre de .

b) Déterminer le spectre de u. Préciser les sous-espaces propres de u.

4. a) Montrer que u est un automorphisme de F.
b) On note u~* la bijection réciproque de u. Montrer que pour tout f € E,

e (oo < 1F!lco-

5. Soit g € E une fonction donnée. Montrer que pour tout n € N*, il existe une
seule fonction f € FE telle que :
k1]

9= (3)/®

k=0

Solution

1. On montre facilement que E est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel
des fonctions de classe € sur R. La linéarité de u provient de la linéarité de la
dérivation. De plus, pour tout f € E, u(f) est dans E car pour tout entier k,
lu(f)®] = |f&  fE+D)  |f®)] 4 | FE+D|, quantité qui est bornée par
hypothese. Ainsi, u est un endomorphisme de E.

2. a) Pour tout z € R, pour tout v € R*, [e7Vg(z ~ v)| < [|g||lece™™. Or,
+o0 +oo

Iintégrale e~ Ydv converge. Par comparaison, I’intégrale / e Vg(z—v)dv
0

0
est absolument convergente, donc convergente.
Aitnsi, la fonction (& est définie sur R.

+oco
b) Pour tout z € R, |G(z)} < ||g|!oof e~ Vdv = ||g||co- La fonction G est
0

donc bornée sur R.

c) On commence par effectuer dans G le changement de variable ¢ = z — v. On
obtient alors
0 x
G(z) = e_“’] etg(t)dt +e"“’/ etg(t)dt.
— oo 0

Par conséquent G est dérivable sur RavecVz € R :
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G'(z) =e-m(—f

| dg(t)dt + eg(x)) = ~G(z) + 9(a)

Onadonc G' = -G +g.

La question précédente a prouvé que G est bornée sur R. On montre ensuite par
récurrence sur k que pour tout entier k € N*, G(:~1) est dérivable sur R et que
G®) = —G*-1) 4 g(k—1) est bornée sur R. En conclusion, la fonction G est dans
E.

z

3. a) Soit f une fonction constante non nulle. Onabien f € Eetu(f) = f+ f = f.
Le réel 1 est donc valeur propre de u.

b) Le réel X est dans le spectre de u si et seulement si il existe une fonction
feE\{0}tellequeu(f) =f+ f = Af.
On adonc f/ + (1 — A\)f = 0. Il existe ainsi un réel k£ non nul tel que pour tout réel
z, f(z) = ke(*—1)%_Supposons d’abord que k > 0. Si A > 1, liT f(z) = +oo,

I—+4CO
ce qui contredit le fait que f est bornée sur R.
SiA<1, lim f(z)= 400, ce quiaboutit 2 l]a méme contradiction.
T—r—00

Donc, A = 1. De méme si & < 0. On en déduit que le spectre de u est contenu dans
{1}. Comme la question précédente a montré que 1 est valeur propre de u, on obtient

Sp(u) = {1}. On remarque au passage que le sous-espace propre associé a 1 est
I’ensemble des fonctions constantes.

4. a) Le fait que 0 ne soit pas une valeur propre de u montre déja que Ker(u) = {0},
donc que u est injectif. Il reste & montrer que u est sugjectif (1’espace n’est pas de
dimension finie).

Soit ¢ € FE. La question 2. a montré que la fonction G définie sur R par

+oo ‘
G(z) = [ e Vg(x — v)dv est dans F et vérife u(G) = G + G’ = g. Ceci
0
montre que u est surjectif. Ainsi u est un automorphisme de E.

b) La question précédente montre que u~! : g — G, ot G est la fonction définie sur

+oo
]RparG(a:):/ e Vg(z — v)dv.
0

oo

Pourtout g € E ettout z € R, [u~(g)(z)] < ||g||oo/ e Vdv = ||g]|c0, d’oh
0

™ (@)oo < lglloo-

5. Notons D I’endomorphisme défini sur Epar D : f — f'.Onadoncu = idg+D.
Comme idg et D commutent, on peut appliquer la formule du bindme de Newton
et écrire :
n
pour tout entier k, u® = (2) DF.
k=0
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Comme u est bijectif, u* 1’est aussi. Ainsi, pour tout ¢ € E, il existe une seule
n

fonction f € E telle que g = u*(f) = 3. (2) &,
k=0

Exercice 2.09.

On considere I’espace vectoriel 2 = C°[0, 1] des fonctions 2 valeurs réelles définies
et continues sur I’intervalle [0, 1]. Pour f et g appartenant A E, on pose

1
(frg) = /0 f(t)g(t)dt.

1. Vérifier que I’application qui a (f,g) € E? associe {f,g) définit un produit
scalaire sur F.

2. Soient f et g deux fonctions de E.
a) Montrer qu’il existe un réel a et une fonction k& dans E qui est orthogonale a ¢
et telle que f = ag + A.

b) En déduire que si |[{f, g)| = || f|| |||, alors f et g sont colinéaires.

3. Soit vp € R. On s’intéresse maintenant a I’ensemble F' des fonctions de E qui
sont de classe C? sur [0, 1] et telles que : f(0) =0, f(1) =0et f/(0) = .

a) En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, prouver que
1
o 5 — / (1 — 4 F" (t)dt.
0

b) Montrer que 3v2 < /(; 1 f(t)%dt.
4. Montrer qu’il existe une fonction f € F', que I’on déterminera, pour laquelle
folf”(t)zdt = min {/Olh”(t)2dt, h € F} = 3v3.
5. Soient (mg, my,v1) € R?; on désigne par G I’ensemble des fonctions de E qui

sont de classe C? sur [0, 1] et telles que : f(0) = mg, f(1) = my et f/(0) = vy.
Trouver la valeur de la quantité suivante

1
min {/ h(t)%dt,h € G}.
0

Solution

1. La bilinéarité du produit et la linéarité de 1’intégration assurent que 1’application
considérée est bilinéaire. Elle est clairement positive et si { f, f} = 0, alors la fonction
positive et continue £ est d’intégrale nulle sur [0, 1], elle est donc nécessairement
nulle et par suite f = 0. On a bien muni F d’un produit scalaire.
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2. a) Le premier pas du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, appliqué
a la famille (f, g), montre qu’il existe un réel a et une fonction h dans E qui est
orthogonale & g et telle que f = ag + h.

b) On peut supposer ¢ # 0. En utilisant la question précédente, on voit que :
I£1 gl = £, g}t = lalliglf.

d’o || f|| = laf{lgl|- On en déduit que |af?||g]|* = || f|I* = |al*||gl|* + [|A]|?, et par
suite ||h|| =0eth = 0.

3. a) La formule de Taylor avec reste intégral au point 0 et prise en £ = 1 nous dit
que

0= f(1) = f(0)+ f'(0 f(1—t)f”t)dt—v0+f(1-—tf"(t)
b) L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors que

V2 < fo 1(1 - t)2dtx f F(8)2dt = / F(t)2dt.

4. Siune telle fonction f existe, c’est que 1’on est dans le cas d’égalité pour I’ inégalité
de Cauchy-Schwarz ci-dessus. Avec la question 3, on voit que 1’on doit chercher f
telle que f” = a(1 — ¢) (et 1a colinéarité implique évidemment le cas d’égalité). La
fonction f est donc de la forme f(t) = & g1- t)2 + bt +cet comme f doit appartenir

a F, on trouve finalement f(t) = --U-(t — 1)t(t — 2).

5. On cherche évidemment a se ramener a F' pour obtenir ce minimum. L’ application :
fr—g:t— ft) —mo+ (me—m)t
envoie bijectivement (& sur F' si 1’on pose vy = v1 + mg — my. On a donc

in{ [ 1(0%d 1 € G)

E min{/(; g" (t)*dt; g(0) = 0,9(2) = O et g'(0) = v1 +mo — ma}

= 3[v1 + mg — m1]?, d’apres le résultat de la question 4.

Exercice 2.10.
+co
1. Montrer I’existence de I'intégrale : I = / — lda:.
0 € —
+oo —kzx C
2. a) Déterminer un réel C > O tel que : V& > 0, / :f dz < I
0 —

oo
b) Pour tout p € N*, calculer : / e Prdx.
0

o0
¢) En déduire que I = 3 L.
p=1D
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Dans la suite on désigne par E 'espace vectoriel sur R dont les éléments sont
les fonctions réelles ¢ définies et continues sur [1,+oo[ telles que 'on ait :

lim +zxp(z)=D0.

T—+00

T ely)
3. Pour ¢ € E, montrer la convergence de I'intégrale : T{yp) = / c,oyy dy.
1
Montrer que I’application T" ainsi définie est une forme linéaire sur E.

4. Vérifier que la fonction GG définie par :

In(z )
G(z) = ﬁ_—% siz > 1
1 siz=1
est un €lément de E. Que vaut T{G) ? (on pourra faire le changement de variable

t=1Inx)

5. A toute fonction ¢ € E on associe la fonction : U(p) = T (¢).G

Montrer que I’application U ainsi définie est un endomorphisme de £ dont on
précisera I’image et les éléments propres, c’est-a-dire les couples (), ) € R x

(E\ {0}) tels que U(p) = Agp.

Solution

1. La fonction z — —2L

est continue sur R"_;_

+o0
En+oo: 0< 2~ L <L etlim lezl.DoncI:-f L _dx
0

e —1 & " r* z-0e”— e” — 1
converge.
2. a) On montre facilement que Vz > 0, =< T < 1,etdonc:
4 ze k= 4 ke 1 Ak « 1
/0 em_ld:cgfoe dx k[l e ]gk

Et, par prolongement des inégalités a la limite, on peut prendre C' = 1.
b) Soit p € N*. En intégrant par partics on obtient :

A
—pA —pA
/0 ze Py = —Ae — (%= —-lz),et:

p p p
—+o0
f e Pridy = %
0 p
. . s . eyt T k xe_km
c) Soit z > 0, par I’identité géométrique : 1= > xeTP? 4 o 1
_ = _
- +oo - P k +o0 pe g +o0 xe_km p
onc T = re dx + T
[ &=L =
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k

1 OO pe ke i 1 | T po—ka 1
et/ = ——-i—/ dx donne |I — —Tf = dr < =
pgl ¥ Jo €€-1 | =1 D o € —1 k

0 2

On en déduit, en passant a la limite ] = Z = %

3. Soit € E. Alors y - ﬂyﬂ est continue sur [1, +oo], et

lim yfi—l Jm Vue(y) =

y—+o00

donc y% %ﬁl < 1 pour y assez grand, d’oll la convergence absolue de I'intégrale
par comparaison Riemannienne.

D’autre part : V1,909 € E,ZYA € R:

T(Ap1+2) = A [1 m%ﬂldy + f +mﬂ2yﬂdy = AT{(¢1) + T(¢p2)
L application T est donc une forme linéaire sur E.

4. La fonction G est continue sur [1, +o0[ (car mllﬁl+ IEIK_E% = 1) et est telle que
mllffoo VZG(z) = 0donc G € E. On a, grice au changement de varjable ¢t = Inz :
T(G) = fmﬂfL)dx = f0+met—‘51dt =1

1

z{r—1

5xGeE = U(p)=T(p)GEE
* U(Ap1 +p2) = T(Apr + 92).G = AT(1).G + T(p2).G = AU(p1) + Ulp2)
Donc U est un endomorphisme de E.

* Im(U) C Vect(G) et U(G) = T(G)G = I.G = Vect(G) C Im(U). D’oix:
Im(U) = Vect(G)
* Soit ¢ un vecteur propre associé a la valeur propre A :
Ulp) =2g = T(p)G =y = T(p)U(G) = AU(yp)
= T(¢)T(G)G = XT(¢).G = T(p)[T(G) - NG =0
Ainsi: A = T(G) = I et Er = Vect(G), ou T(p) = O et Eg = Ker(U) = Ker(T').

Exercice 2.11.
Soit un entier n 2> 2 et E I’espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur
ou égal a n.
Soit « 1’application qui & tout polynéme P € E associe le polyndme () défini par
QUx) = P(XHL).
1. a) Montrer que u est un endomorphisme de .

b) Déterminer les valeurs propres de u. L' endomorphisme u est-il diagonalisable ?
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¢) Montrer que la famille ((X — 1)*)g<k<n est une base de E. Déterminer les
sous-espaces propres de u.

2. Soit F I’espace vectoriel des fonctions réelles infiniment dérivables sur R. Pour

z € R, on pose p(z) = I—‘éi

a) Exprimer ¢"(z) en fonction de n, ot ¢™ désigne la n®™ composée de ¥ avec
elle-méme.

b) Pour A réel, on pose F = {f € F/f o= Af}.

Montrer que pour tout f € F), la suite (f o ™), est convergente.
c) En déduire que si [A| > 1 ousi A = —1,0na: Fy = {0}. De méme pour Fy,.
d) Montrer que si f € F, alors f(®) € Fy«, pour tout k € N*. En déduire F,.

Solution

1. a) L’application u est manifestement linéaire et préserve le degré de P : c’est un
endomorphisme de E.

b) On remarque que u(1) = 1 et pour tout k € [1,n],

u(X®) = (XF1)* = 21 Xk 4.
Ainsi la matrice associée 2 u dans la base canonique de E est-elle triangulaire

supérieure, avec sur sa diagonale 1, %, . 21 Ce sont les valeurs propres de u qui

est diagonalisable car admettant n + 1 valeurs propres distinctes.
c)Onau((X — 1)) = Elk' (X — 1)*; 1e sous-espace propre associé a _217"-’ qui est

une droite, est ainsi engendré par (X — 1),

2. a) On montre par récurrence que ¢™(z) = £ 1 — L — (anithmético-géométrie).

21’1
b) Soit f telle que f o ¢ = Af. Par récurrence, pour toutn € N*, fop"™ = A"f,
s0if :

Fom+1- —) A" f(x)
La fonction f étant continue : 11m f( +1-— 2%) = f(1).

¢) Ainsi lilf A" f(z) = f( ). Ceci n’est pas possible si [A] > 1,ousi A = —

etsizesttel que f(z) #0.SiA=0,0na f(%l) = 0, soit f(t) = 0 pour tout ¢
réel. Donc pour avoir F), # {0}, il faut avoir A € ]—1,1] \ {0}

d) Supposons fo @ = Af. Les fonctions en jeu étant de classe C'™, il vient, par
récurrence, pour tout n € N* : f () o o= Af(),
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Ainsi £ € Fyny. Or, pour A # 0, pour p assez grand, on a : 2°|A| > 1. Ainsi pour
p assez grand f(P} = Q et f est polynomiale. On est ramené 2 la premidre question
(si P est une fonction polyndme, on choisit n assez grand pour que E contienne le
polyndéme P associé).

Les F), différents de {0} sontles F} /5, pourn € Netchaque Fj /o est de dimension
1, engendré par z — (z — 1)™.

Exercice 2.12,
1. Soit f une fonction définie et continne sur R™ & valeurs dans R, vérifiant la propriété
suivante ;

lim f(z) = +o0

l|z||—+o0

ol || || désigne la norme euclidienne sur R™.

a) Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout z € R™ vérifiant ||z|| > M, on
a: f(z) > |f(0)| + 1.

b) En déduire qu’il existe ™ € R™ tel que pour tout z € R™, f(z*) < f(=).

¢) On suppose de plus que f € C1(R™). Montrer que V f(z*) = 0.

On s’intéresse dans la suite de I’exercice 2 la fonction f définie sur R™ A valeurs
réelles donnée par

f@) = 1(Az,) - (b,2)
oll A est une matrice symétrique réelle de M., (R) et b un vecteur de R™. On suppose
également que la matrice A vérifie
Vz € R, (Az,z) > C||z||*

ou C est une constante strictement positive.

2. a) Montrer que f est continue sur R™ et vérifie ' I}im f(z) = +oo.
z||—+co

b) Montrer que f appartient & C'(R™) et que V f(z) = Az — b.
En déduire que f admet un minimum global sur R™, atteint en un point noté z*.
3. Soit o un réel strictement positif et soit (up)p>0 la suite vectorielle définie par
ug € R™ et pour tout p > 0
Upy1 = Up — aV f(up)
a) Montrer que pour tout p 2> 0, up1 — 2* = (I, — aA)(u, — z*).

b) Soit A la plus grande valeur propre de A. On suppose que « € |0, 2/ A{. Montrer
que la suite (uy,), converge vers z*, ¢’est-a-dire que lixf llup — z*|| = 0.
p—+o0

Solution
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1. a) Comme lim f(z) = 4o0, il existe M > 0 tel que pour tout z € R™

llz|[—+oc0

vérifiant ||z|} > M,ona: f(z) > |f(0)| + L.

b) La boule B(0, M) est fermée bornée. La fonction f restreinte a B(0, M) est
continue : elle est donc minorée et atteint son min : il existe z* € B(0, M) tel que
f(z*) < f(z) pour tout z € B(0, M). En particulier f(z*) < £(0).

Par la question précédente, f admet en z* un minimum global sur R™,

c) Lorsque f est de classe C? surI’ouvert R?, on sait que les extremums possibles

(locaux ou globaux) ne peuvent &tre atteints qu’aux points critiques.

2. a) La fonction f est contmue carc estunpolynome en (z1,...,%,). En effet
flz) = 5 2:1 E a; ;T — _E:lb §E5
i=1j= i=
De plus Vz € ]R” (Aa:,:c) > C||:1:||2 et (b,z) < |b]|llz| entrainent que
lim f(z) =

|||l —+o0
b) Le calcul donne, pour tout ¢ € [1, n] :

—i(x) Lio z; G 4 — by

Ainsi: Vf(z) = (kz_:l a1,k — b1,. ..,kz_:la.n,kxk bn) = Az — b

On aurait aussi pu chercher directement le DL 4 ’ordre 1 :

f(@ +h) = f(a) = $((Ah,z) + (Az,h)) + 3 (Ah, B) — (b, h)
= (Az —b,h) + L(Ah, k)

Etona: ||(Ah, h){| < C||h||? par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

On en déduit que f admet un minimum global atteint en un point critique qui est z*

par la question précédente.

On remarquera que la matrice A est inversible, puisque si (A, z) est un couple propre
de A,ona: \||z||? = (Az,z) = C||zl|{?, donc X # 0.

3. a) Le vecteur x* vérifie Vf(z*) = Az* — b = 0. Ainsi
Upy1 = Up — a(Aup — b) = (I — aA)u, + ab
et
Upt1 — =% = (I — aA)up + ab— z* = (I - aAuy + (@A — I)z*
= (I - aA)(up — %)
b) Par une récurrence immédiate, pour tout p > 1, up — 2* = (I — aA)P(up — z*).

La matrice I — aA est symétrique réelle et donc diagonalisable via une base
orthonormée de vecteurs propres. Ses valeurs propres sont 1 — a);, avec \; valeur
propre de A. or

l-al|<le0<ar <2



60 ESCP-Europe 2013 - Oral

ce qui est I’hypothése faite sur ce. Donc 1121 (I—aA)P(ug—zx*) = O(ense plagant
p—+oo
dans une base de diagonalisation).

Exercice 2.13.
Soit E et F deux espaces euclidiens et f un élément de L(E, F).
1. a) Montrer que dim(Ker f)* = dimIm f.
b) Montrer que dim(f((Ker f)*)) = dim{(Ker f)1) puis que
F = f((Ker f)*) ® (Im f)*

c) En déduire ’existence d’une application de F' vers E qui a y € F fait
correspondre z € F défini par :

y= flz)+¢,(z,7) € (Ker f) x (Im f)*.
On note g I’application ainsi définie.

d) Montrer que I’application g est linéaire. Déterminer son noyau et son image.
2. Montrer que g o f est le projecteur orthogonal de F sur (Ker f)=.
3. Montrer que f o g est le projecteur orthogonal de F' sur Im f.

4.Pour E = R® et F = R? munis de leurs produits scalaires usuels, la matrice d’une
application linéaire f € L(F, F') dans les bases canoniques, est :

110
A‘(011)

Déterminer la matrice de g relativement aux bases canoniques.

Solution
1. a) Comme dim(Ker f)* = dim E —dim Ker f, il s’agit simplement du théoréme
du rang.

b) f[(Ker £)*] N (Im f)* C (Im f) N (Im f)* = {0p}.

Puis :
dim(Im f)! = dim F — dim(Im f) = dim F — (dim E — dim(Ker f))
= dim F — dim(Ker f)* = dim F — dim[f (Ker f)*], donc
F = f((Ker f)") ® (Im f)*

c) Pour tout y de F, il existe un couple unique (y;,y’) dans f((Ker f)*)x (Im f)*
tel que : ¥ = y1 + 3. Larestriction de f & (Ker f)* étant bijective de cet espace sur
son image, il existe un seul z € (Ker f)* tel que : y; = f(x). On définit ainsi une
application de F' vers E qui & y € F fait correspondre = € E.

d) Soient 31,42 € Fet A\, u € R,

— ’
{g; = ;Ez;% izi = Ay + pye = f(Az1 + px2) + (M) + pys)
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{yl = f(z1) + 4
y2 = fz2) + 95
donc g est linéaire.

= 9(Ay1 + py2) = Az1 + pzo = Ag(21) + pg(z2),

2. On montre que Ker(g) = (Im ) :
*9¥)=0 = 2=0 = y=f0)+y =v € (Imf)L.
* Réciproquement, y € (Im f)* = y=0p +y = g(y) =0
On montre que Im(g) = (Ker f)* :
* Par définition Im(g) C (Ker f)*.
* Réciproquement, z € (Ker f)* = f(z) = f(z) + Or = z = g[f(z)].
Etz € (Ker f)* = f(2) = f(z) +0p = z = g[f(a)]
zE€Kerf = f(z)=0p = go f(z)=0g
donc :
g o f est le projecteur orthogonal de E sur (Ker f)*.

3.8iyelmf,alors:y = flg(y)] +v = v =y— flo@)] e ImfHr NImf
= 3y =0F = fogy)=y

Siy € (Im f)* alorsy = 0p+y = f(0g)+y => g(y) = 0p = fog(y) =0g

donc

f o g est le projecteur orthogonal de F sur Im f.
4.OnaKer f = Vect{(1,—1,1)} et (Ker f)= estle plan d’équation : z —y+z = 0.
Ainsi rg(A) = 2 et Im f = R2, donc (Im f)* = {(0,0)}.
Onnote u = (1,—1,1).
Soit y = (1, y2) € R?; on cherche z = (z1, z2, z2) € R® tel que z = g(y), soit

{ 2 € (Ker f)* _ {(a:,u):(} . {$1—x2+$3:0

v~ f(z) € (Im f)* y = fa) L

a‘:1=%’-(2y1—y2) 9 1
= $2=%(y1+y2) = M,=%|1 1

[oL]

-1 2
T3 = %(_yl + 2y3)

Exercice 2.14.
Soit £ un R-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit f un endomorphisme non
nul de E tel que f # A.id, ol id est I’endomorphisme identité de E.
1. a) Montrer que f admet un polyndme annulateur unitaire de degré minimal m
qu’on notera my et appelé polyndme minimal de f.

b) Montrer que ) est valeur propre de f si et seulement si m(A) = 0.
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2. On suppose que m ¢ n’admet aucune racine réelle.

a) Montrer que my est divisible par un polyn6me 2 coefficients réels de degré 2
de la forme X? + bX + c.

b) Onpose ® = f2 + b.f -+ c.id. Montrer que Ker ® # {0}.
c¢) En déduire qu’il existe un plan vectoriel stable par f.

3. On suppose que my = (X — A)™, oit A € R.On pose g = f — Aid.
a) Montrer qu’il existe x € F tel que (g™ 2(z), g™ (x)) est libre.
b) En déduire un plan stable par f.

4. Montrer que, dans tous les cas, f admet un plan stable.

Solution

1. a) Tout endomorphisme f de E admet un polyndme annulateur, car si F est de
dimension n, la famille (id, f, f2,..., f”’z) est de cardinal n? + 1 donc de cardinal
supérieur a dim £( E) et est liée. Une relation de liaison détermine alors un polynéme
annulateur.

Notons D = {deg P, P(f) = 0}. L'ensemble D est non vide inclus dans N donc
admet un plus petit élément d, avec d 2> 2 (car f # A.id). Il existe donc un polynéme
annulateur de degré minimal. Quitte & diviser par son coefficient dominant, il existe
m s unitaire et annulateur de degré minimal.

b) Soit (A, z) un couple propre de f. Alors pour tout k € N, f*(z) = Mz et

0 =ms(f)(x) = ms(A)z. Comme z # 0, my(A) = 0.
P
Réciproquement, on factorise m s sur C sous la forme m¢(X) = J[ (X — A;)™.
i=1

Si A; n’est pas valeur propre de f, ’endomorphisme (f — A;id) est inversible tout
comme ( f — A;2d)™. En multipliant m ¢ ( f) par son inverse, on trouve un polyndme
annulateur de f de degré strictement inférieur a celui de my : contradiction.

2. a) Les racines de my sont complexes conjuguées deux a deux et avec la méme
multiplicité puisque 1 r estun polynéme réel. Donc si z estracine de m ¢, Z également
et my se factorise par (X ~ 2)(X —2) = X? - 2Ré(2) X + |2]2.

q

b) La factorisation de m ¢ est de la forme [] (X2 4 b;X +¢;)™:. Un raisonnement
i=1

identique a celui de la question précédente montre que pour chaque i € [1,q],

f2 + b; f + ciid n’est pas inversible.

c) Soit z € Ker(f2 + bf + c id). La famille (z, f(x)) est libre (car autrement f
admettrait une valeur propre réelle, donc m s une racine réelle), et engendre un plan
stable par f car f%(z) = —bf(z) — cz.
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3. a) L’endomorphisme g est nilpotent puisque 0 = ms(f) = g™. Comme m; est
le polyn6me minimal de f, g™ ! 3 0 et il existe z € E tel que g™~ (z) # 0.
La famille (g™~2(z), g™ !(z)) est libre. En effet, en appliquant g :
ATTH) 4 pg™ ) =0 = Ag™ 1 (z) =0 = A=0 = pu=0
b) Elle engendre un plan stable par g, donc par f puisque f = g + Aid.

4., Soit my le polyndme minimal de f.

e sim; n’a aucune racine réelle, voir la question 2.

o si ms admet une unique racine réelle a, voir question 3.

e simy admet une deuxiéme racine réelle, on prend un vecteur propre pour chaque
et on obtient un plan stable.

Exercice 2.15.
Soit N € N, N = 2etayg,...,an_1, des réels strictement positifs. On pose
ag ai 0 GN-1 01 ... 00
aN—1 ag vae ON=2 0 0 ... 00
A=|0oN-2 ON-1 ... GN-3|etJ=|: 1 1 ! !|eMpR)
: . : : 00 ... 01
a1 as ... ap 10 ... 00O
1. Exprimer A en fonction des puissances de J.
oif
o240
2. Soit # un réel. Soit V =
eI\.TiG

a) Calculer J. En déduire les valeurs propres possibles de J.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur & pour que V soit vecteur
propre de J associé i la valeur propre e,

c¢) Montrer que la matrice .J est diagonalisable dans My (C).

d) Montrer que A est diagonalisable dans M y (C). Déterminer ses valeurs propres
et une base de vecteurs propres.
N-1

3. On suppose dans cette questionque ) a; =1
i=0

a) Montrer que 1 est valeur propre de A.

b) Montrer que toutes les valeurs propres complexes de A sont de module inférieur
ouégalal.

¢) Montrer que si A est valeur propre de A et |A| = 1, alors A = 1.
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Solution
N-1

1. On a facilement, par décalage des vecteurs de base : A = > azJ k,
k=0

2. a) La matrice J est «circulante ». Il vient J¥ = T et Jes valeurs propres possibles
de J sont les racines du polyndme X™ — 1, soit les racines N°™ de I unité.

o210

o3i0

b) Le calcul montre que JV = :

eNif
oif

Si JV est colinéaire 2 V, le coefficient de proportionnalité vaut €' et JV = ¢V

si et seulement si e = (N +1)¢ ce qui équivaut 3 N@ = 0[27], i.e. § = %TW avec

0k N—-1.

Ainsi, V est vecteur propre de J associé 2 la valeur propre e’ si et seulement si il

existe k € [0, N — 1] tel que § = 21-’%

¢) On a ainsi trouvé NV valeurs propres distinctes pour J, ce qui montre que J est
diagonalisable.

ik
i 0205

Pour tout k € [0, N — 1], on pose 6y = 2T7r et Vi = :
eN;iek

Les questions précédentes montrent que la famille (Vi )o<x<n—1 forme une base de

vecteurs propres de J.
N-1 _ N-1
d) De plus, pour tout k € [0, N — 1], AV, = >° a; I (Vi) = (Y, a;e9%)V;
7=0 3=0
La matrice A est donc elle aussi diagonalisable dans la base de diagonalisation
N-1 . 25k
(Vk)ogng—l de J. De pllJ.S, Sp(A) = {Ak}OSkSN—l, ou /\k = Z aje‘
3=0

2. a) La matrice A est donc stochastique. On sait alors que 1 est valeur propre de A
i

associée au vecteur propre | -
1

N-1 y N-—1 5 N-1
b)Onsaitque A = Y a;e®¥™/N Ainsi |\ < Y |a;e®™/N| = Y q; =1.
j=0 j=0 Jj=0

c) On suppose que AV = AV et |A| = 1. On a alors
A — aollzx| < |2l ;(]le = [eex|(1 = ao)
j
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Ainsi A appartient au disque centré en ap > 0 et de rayon 1 — ag, disque intérieur
au disque unité et tangent a celui-ci au point 1. Donc X = 1.

Exercice 2.16.
Soit E I'espace vectoriel réel des fonctions continues de [0, 1] dans R, muni du

1
produit scalaire usuel : (f, g) = fo f(t) g(t) dt.

On note ¢ I’application qui, a toute fonction f € E associe la fonction F définie
par :

Ve e 0,1, [o(f)] (&) = F(z) = /:f(t) ”
1. Vérifier que ¢ € L(E).

2. Montrer qu’il existe une unique application ¢ € L{E) telle que

V(f.9) € E?,{p(f). 9) = {f.¥(9))
Onnote T' = p o 9.

On appelle vecteur propre de T associé i la valeur propre A € R, toute fonction
g € E, autre que la fonction nulle, telle que T'(g) = A g.

On appelle espace propre de T' associé A 1a valeur propre ) € R, I’ensemble des
fonctions g € F telles que 7'(g) = A g.

Un réel A est valeur propre de T s’il existe un vecteur propre associé a ).

3. a) Justifier que 0 n’est pas valeur propre de 7.

b} Montrer que si g € E est vecteur propre de 1" associé a la valeur propre A # 0,
alors

Vie[0,1],Ag"(6) +g(t) =0 (1)
4. Pour XA # 0, on admet que I’ensemble des fonctions réelles définies, de classe C2
sur [0, 1], vérifiant (1) est un espace vectoriel réel G de dimension 2.

a) Déterminer a I’aide de fonctions exponentielles ¢ — e®?, o € C, une base de
G».

b) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de 7.

Solution

1. La fonction ¢(f) € C°([0, 1], R) comme primitive de fonction continue ; de plus
¢ est linéaire par linéarité de I’intégration.

2. Par intégration par parties de fonctions C! sur un segment et F(0) = 0, on a, si ¢
existe :
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1 1 1 1
L F(g) = (o(f), 9) = / Fg=[FG]! - [ G = [ FOIGQ) — G\t

1
Onprenddonc 9(g) : t — G(1) - G(¢) = f 9(u) du, et la linéarité de 1) est claire.
]

1
Si %), et 19 conviennent, on doit avoir / f(1(g) — ¢¥2(g)) = 0 et ceci pour toute

0
fonction f, donc en particulier pour f = 11 (g) — 12(g) et (¥1(g) — ¥2(g))? estla
fonction nulle, ceci pour tout g, i.e. ¥; = 1, et I'unicité attendue.

3. a) On écrit :
1

T(g)=0<=Vzel0, ll,fom(ft g(u)du)dt= 0

= Yz €0, 1],/ g(u)du = 0 (par dérivation)

= Vz € [0,1], —g(z) = 0 (encore par dérivation), donc g = O et 0
n’est pas valeur propre de 7'

x 1
b) Pour A # 0, T(g) = Ag donne Yz € [0,1],9(z) = %-/ (/ g(u)du) dt,
0o Mt
donc g est de classe C2, d’oll (1) par deux dérivations comme en a).

4. a) t — e vérifie (1) si et seulement si Ao2 + 1 = 0.
esiA<0,t— exp(t/\/—_x\) ettt — exp(—t/m forment une base de G.
esid>0,t— cos(t/vA)ettr sin(t/\/X) forment une base de G .
b) 8i T'(g) = Ag, la formule vue en 3. b) montre que g(0) = 0 et en dérivant que
g'(1) = 0. Ainsi :
e si A < 0, on voit que les conditions imposent g(¢) = 0;

e si A > 0, les conditions imposent g(¢) = Bsin(t/ \/X) avec % = % + k,

k € N (pour réaliser g’ (1) = 0.
On vérifie que ces fonctions sont bien propres et on conclut :
les valeurs propres de T sont A € {(% + k) ke N} et les vecteurs propres

associés sont les applications ¢ ~ Bsin(t/v/A).

Exercice 2.17.

Dans cet exercice, E désigne un espace euclidien, { , ) le produit scalaire sur F et
|| || 1a norme euclidienne associée.
1. Soit p un projecteur orthogonal de E. Montrer que :

a) p est un endomorphisme symétrique, i.e. vérifie :
Vz,y € B, (p(z),y) = (2, p(¥)))
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b) Pour tout z € E, ||p(z)|| < ||=|l.
c) Pour tout z € E, (p(z),z) 2 0.

2. Soit py, p2 deux projecteurs orthogonaux non nuls et différents de 1’identité. On
poOsS€ © = p1 © p2 O p1.
Montrer que u est diagonalisable et que ses valeurs propres appartiennent 2
I’intervalle [0, 1].
3. On pose F' = Im(p, ).

a) Montrer que F est stable par p; o ps.

b) On note v I’endomorphisme de F induit par p; o ps. Montrer que v est
diagonalisable et que ses valeurs propres appartiennent a I’intervalle [0, 1].

Solution
1. L’endomorphisme p est un projecteur orthogonal, donc F = Ker p &+ Im p.

a) On écrit ¢ = x1 + 22,y = Y1 + yo2 avec (z1,22) € Kerp x Imp et
(y1,42) € Kerp x Imp.
Alors : (p(a:),y) = (.’Eg,’yg) = (ﬂ'»',p(g))

b) Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
lip()I? = (p(z), p(z)) = P*(z),z) = (p(z),z) <||p(x)}] [|]|, donc :

lp(2)|] < ||=]
¢) Par la question a) ci-dessus (p(z),z) = (22, z2) > 0

2. On remarque que u est un endomorphisme symétrique puisque

(p1p2p1 (), y) = (p2p1(z), P1(¥)) = (P2 (@), P2p1(¥)) = (=, P1P2p1(¥))
donc est diagonalisable.

Soit (A, z) un couple propre de u. Alors
Mlzl? = (A2, z) = (u(z), z) = (p1pap1(2), ) = (papr(2), p1(2)) > 0

par la question 1.c. Donc A = 0.
De plus, par la question 1.b. et le fait que A soit positif,

Allzll = llu(@)]] = llp1pepr (@)|] < [p2p1(@)]] € [Ip1(2)]| < [lz]| = A< 1
3. a) Comme F = Imp,, alors F est stable par p; o ps.
b) Soit v la restriction de p; o pe & F. Alors, pour (z,y) € F?

{v(z),9) = (v(p1(2)), M(y)) = (Prp2(p1(x)), 1 (y))
= (p2(p1(2)), 7 (¥)) = (p2(p1(2)), p1(¥))
= (p1(z), p2p1(¥)) = (B1(x), P1P2p1 (¥))
= (z,;mp2(y)) = (z,v(y))
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Ceci montre que v est un endomorphisme symétrique de F' donc diagonalisable.
Soit (A, z) un couple propre de v, avec z = p, (z). Alors
Allel? = (Az, 2) = (v(x), z) = (p1p2(p1(2)), p1(2)) > O
par la question 1.c. Donc A > 0.
De plus, par la question 1.b et le fait que X soit positif,

Alzll = llv(@)]] = llpap2(z)l] < lIp(@)]] < Izl = A <1

Exercice 2.18,.

Dans toutI’exercice, on considére 1’espace euclidien R”, muni de son produit scalaire
canonique, noté ( , ). La norme d’un vecteur  est notée ||u||.

1. Dans cette question, on considére n vecteurs u1, us, . . . , u, de RP, de norme 1.
Atout n—uplet 2 = (21, 72, .. ., Zn), oll, pour tout 5 de [1,n], z; est dans {—1, 1},

. n
on associe le vecteur v, de RP défini par : v, = > zpuk.

k=1

On se propose de montrer qu’il existe des n—uplets z = (z1, T2, - . .,2,) tels que
lvsll < /i et des n—uplets y = (g1, 35, ..., ) tels que vy | > /7.
A cet effet on considére n variables aléatoires indépendantes (Xy, Xo,..., X,),

définies sur le méme espace espace probabilisé ((, .4, P) et suivant toutes la loi
uniforme sur {—1,1}.

k)
On pose alors, pour tout w € Q, X(w) = || 3 X,;(w)u;||? et on admet que X est
=1
une variable aléatoire.

a) Calculer, pour tout couple (¢, j) d’€léments de [1,n], I'espérance F(X;X;).
b) Calculer E(X).

¢) Conclure.
2. Dans cette question, on considére n vecteurs vy, vs,.... v, de RP vérifiant
lull < 1etpy,pa,...,pn des réels appartenant 4 [0, 1]. On pose w = i DrUk. -
On se propose de montrer qu’il existe un n—uplet y = (y1,y2, .- ., ynic?l}éléments
de {0, 1} tel que si on note v le vecteur défini par v = kle Yk Uk, on alors I’inégalité
suivante : [Juw - o] < 2.
A ceteffet, on considére n variables aléatoires indépendantes Y7, Y, . .., Y, définies

sur le méme espace probabilisé (€2, A, P) telles que, pour tout j de [1, n], Y; suit la
loi de Bernoulli B(p; ).

On posealors V = 3 Yjvg etY = |lw — V||% On admet que Y est une variable
k=1

aléatoire définie sur le méme espace (£, A, P).
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a) Calculer, pour tout couple (7, j) d’éléments de [1,n], E [(p; — Y;)(p; — Y;)].

b) En déduire que E(Y) < 7.

¢) Conclure,

Solution

1. a) Comme les variables sont indépendantes, on a si § # 7,

E(X.X;) = B(X,)E(X;).
Comme les variables sont centrées, on en déduit que si i # j, alors E(X; X;) = 0.
En revanche, pour i = j,ona X? = 1 et donc : E(Xz) = 1.

b) En développant X, on obtient : X = Z Z (ui, u;) X; X; et, par linéarité de
i=li=1

I’espérance, on obtient : F(X) = Z Z (ui, u; ) E( X3 X;).
j=li=1
En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient :

E(X) =Y |lu;|I>E(X?). Finalement, E(X) = n.
=1

c) Si la variable X ne prenait que des valeurs toutes strictement plus grandes que
n,onaurait £(X) > netde méme, si X ne prenait que des valeurs toutes strictement
plus petites que n, on aurait E(X) < n. Comme F(X) = n, on en déduit que X
prend des valeurs inférieures ou égales a n et des valeurs supérieures ou égales i .
Il existe donc un w; tel que X (w1) > n et un wo tel que X (ws) < n.

I existe donc bien un z tel que [jv; || < /7 et un y tel que |[v, || > /7.

2.2)xSii # j, comme les variables Y; et Y; sont indépendantes, les variables Y; —p;
et Y; — p; sont indépendantes.
On adonc E [(p; ~ Y;)(p; — Y;)] = B(Y: — pi) E(Y; — p;).
Or, comme F(Yy) = pg,ona E(Y; — p;) = 0.
Conclusion :
Vi#j, Ellpi-Yi)(p; - Y;)] =0
* 811 = 7, E((Y; — p;)?) n’est autre que la variance de Y; qui vaut p; (1 — p;).

HOnay = | }:31(’” ~Yiu| = z z (vir 03 (pi — Vi) (s — 7).

i=1 J——-

On en déduit : E(Y) = 3 Z(Ut,vj) (pi — Yi)(p; — Y3)).

i=1j=1
En appliquant le résultat de la question précédente, on a donc :

E(Y)= gpz‘(l — pi) ||vi|?

Il est bien connuque p; (1—p;) < %et comme ||v;||? < 1, on adonc bien finalement :
E(Y) < %_
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¢) Un raisonnement analogue & celui fait précédemment montre que Y prend des

valeurs inférieures ou égales % Il existe bien des scalaires y1, yz, - . . , Yn tels que
hw - v < 2.
Exercice 2.19.

Dans cet exercice, on considére un entier naturel n > 2.
On appelle spectre réel (respectivement complexe) d’une matrice M € M, (R)
Pensemble de ses valeurs propres réelles (respectivement complexes).
On note S,, I’ensemble des matrices symétriques de M, (R). Onnote §;F I’ensemble
des matrices de S,, a spectre positif, ¢’est-a-dire dont toutes les valeurs propres sont
réelles positives.
1.a)Soit § € S,. Montrer que S € S;F <= VX € M, 1(R),’XSX > 0.

b) Soit A € M,,(R). Montrer que S = *AA € S;.

c) Réciproquement, montrer que pout toute matrice S € S;f,ilexiste A € M,,(R)
telle que S = tAA.
2. Soit U et V deux matrices de M, (R).

a) Montrer que si O est valeur propre de UV, alors 0 est aussi valeur propre de
VU.

b) Montrer que les matrices UV et VU ont méme spectre complexe.

3. a) Soit § et T deux matrices de S;'. Montrer que S + T € S;F.
b) S; est-il un sous-espace vectoriel de S, ?

4. Soit S et T deux matrices de S,,.
a) La matrice ST est-elle symétrique ?
b) A quelle condition nécessaire et suffisante sur S et 7" a-t-on ST symétrique ?

¢) On suppose que .S et T" appartiennent 4 S;. En utilisant les questions 1. c et 2.
b, montrer que toutes les valeurs propres de la matrice ST' sont réelles et positives.

Solution

1. a) « = » Par hypothese il existe P € O,(R), D = diag(A1, ..., Ap) telles que
S ='PDP,avecVi, A\ > 0.

Alors V X, XSX = Y PX)D(PX) = i Miy? > 0, ol les (y;) sont les
coordonnéesde Y = PX. =

«<=)» Par hypothése, pour X vecteur propre de S associé 2 A,on a:

0KEXSX =2t XX =) anlzvf, d’ol, comme X # 0, A > 0.
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b) 'S = SetV X, 'XSX = {AX)(AX) = 3 y? > 0, o les () sont les
i=1
coordonnées de Y = AX.
¢) On diagonalise S comme en a) ; on pose A = diag(v/X1,...,v/A,), etona
S =tPA?P =tP*AAP,d’oi A= AP convient.

2.2)0 € Sp(UV) = UV & GL,(R) == U ou V non inversibles
(par contraposée) donc VU non inversible car dim(Im(VU)) < dim(Im(U)) et
dim(Im(VU)) < dim(Im(V)).

b) S’il existe A € C* et X € M, 1(C) \ {0}, tels que UVX = A X, alors
VX #0et VU(VX) = AVX prouve que A € Sp(VU). On conclut par symétrie
et2. a.

3.)Ona’(S+T) =8+ TetVX,'X(S+T)X = tXSX +'XTX > 0, par
conséquent S+ T € S;F d’aprés 1. a.
b) Non,car A S ¢ S;F si A < 0.

0 2 11

ST = G ;) ¢S,

b) ST € S, <= *(ST) = ST < TS = ST <> TS = ST, i.e siet
seulement S et 7" commutent.

c) Il existe A, B € M, (R) telles que ST = *AA*BB qui a le méme spectre
complexe que B’AA*B = *(A'B) A'B € S}, donc Spp(ST) C R,

N.B. ST est a spectre réel positif bien qu’elle ne soit pas forcément symétrique.

4. a) Non. Par exemple : § = (1 0) €ESHT= (1 1) €8Stet
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