1
ANALYSE

Exercice 1.01.

Soit f la fonction numérique définie sur R™ par
T

f(z1,...,zn) = exp (n +1- kzla:k) + If:lem’“
1. Montrer que f est de classe C? sur R™.
2. Déterminer le gradient V f de f. En déduire que f admet un unique point critique
noté 7.
3. a) Calculer la hessienne V2 f(Z) de f en ce point critique.
b) Montrer que ¥ X € M,, 1(R) \ {0},*XV2f(Z)X > 0.

4. a) En déduire f admet en T un minimum local.
b) Ce minimum est-il un minimum global sur R™ ?

Solution

1. La fonction f est de classe C? comme somme et composée de fonctions de classe
C?.
2. Un calcul élémentaire donne pour tout ¢ € |1, n]
k13
%(ml,...,mn) =—exp(n+1-— kE Ty) + e
H =1
donc :

Vi, = (e"’l —exp(n—|—1 - i a:k),...,exn—exp(n-}-l— i a:k))
k=1 k=1

Un point critique x est déterminé par V f, = 0, soit pour tout ¢ € [1,n] :
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gf(wla---,wn)=—eXp(n+1 - Y @) et =0
¢ e

1
n
Ainsi, ¥ = ... = e™ = exp(n+1— Y ), donc ;1 = ... = T, et
k=1
zy=n+1—nz,donczy =... =2, = 1.
z=1(1,...,1)

3. a) La matrice hessienne est égale a

T
e”*’—I—exp(n-I—l- ka) sii=j
Vif: = (aij), aveca;j; = k=1

exp(n-l—l-ixk) sit# j
etenZ = (1,...1), -
2 1 ... 1
V2f;=e 3 : 1
1.1 2

b) Une matrice symétrique réelle est définie positive si et seulement si ses valeurs
propres sont strictement positives. Ici la matrice V2 f;, vaut e(I + J), ol J est la
matrice composée uniquement de 1. La matrice J est de rang 1 et la somme de
chacune de ses lignes est égale A ni. Ainsi ses valeurs propres sont 0 et n ; les valeurs
propres de I + J sont 1 et n -+ 1 et les valeurs propres de e( + J) sonte et e(n + 1)
qui sont strictement positives. D’oi1 le résultat.

4. 2) On sait alors qu’en le point critique Z f admet un minimum local. La valeur de
ce minimum est (n + 1)e.

b) C’est un minimum global. En effet ' |1|.m}+ f(z) = +oo,car f(z) > > €.
z||—+o0 k=1

Ainsi, il existe A > O tel quessi ||z|| = A, f(z) > (n+1)e+ 1. Sur le disque fermé
et borné, centré en 0, de rayon A, la fonction f est continue et atteint son minimum.
Celui-ci ne peut &tre atteint au bord car pour |||} > A, f(x) > (n+ 1)e. Il est donc
atteint en un point de I’intérieur qui est un ouvert, donc au point critique déterminé
précédemment.

Exercice 1.02.

Pour n € N* et z € R, on pose u,(z) = —%

n+n‘z
1. Discuter, selon les valeurs réelles de z, 1a convergence de la série de terme général
oo
Lorsque cette série converge, on note f(z) sa somme, soit: f(z) = > un(z).
n=1
Dans la suite, on considére un réel a > 0.



Analyse 7

2. a) Déterminer la limite de f(x) quand z — +co.

b) On admet que la fonction f est continue sur [a, +oco[. Justifier 1a convergence
400
de I'intégrale J = f(z)dz

a

+oc
3. a) Justifier que, pour tout n € N*, I'intégrale J,, = / u,{2) dz converge et la
a

calculer.
b) Montrer que, pour toutn € N*,ona:

+oo 1

¢) En déduire 1’expression de J comme la somme d une série.

4. a) Justifier que, pour tout entier n > 2,0na:

f a1 "
- t+t%z? T n+n2? n—1t+1 z?
b) Déterminer deux réels b et ¢ (indépendants de £, mais pouvant dépendre de x)

tels que

1 b c
VieRY,, —5—= =73
S o e A A
¢) En déduire un encadrement de f(x}, puis un équivalent de f(x) quand z — 0.
+o0
d) En déduire la nature de I’intégrale I = f(z) dz.
0

Solution
1. On a u,(0) = 1/n, qui est le terme général d’une série divergente ; pour z # 0,
Un(T) ~ 2—12—, qui est le terme général d’une série convergente.

nex

1 +oo 1 .
. :0< < — 0, doncl = 0.
2.a)Ona O_f(m)_gz ElnTsc—»+oo0 onci{.r.}f

b) f € C%Ja, +oc[) et 0 < f(z) < 7r d’mtégrale convergente en +oc, donc
par la régle de Riemann J converge.

3. a) un, € C%([a, +oo|) et un(z) ~ ??1:1:— donc J,, converge encore par application

de la régle de Riemann.

Par le changement de variable affine z +— m\/ﬁ =t,ona:
+oo

1 (™ _de 1
= HL 1+ naz’ n\/_ f va 1 +t2 nyv/n [amtan(t)]a\/ﬁ
= n\/_(_ — arctan(a+/n).
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b) Pour tout 7 € N*,ona:

0 +too 400 too 4o 1
-Sal=[ 1 F el [ 15 dole
k=1 a k=n+1 o k Kz

ot L[rmd_ﬁv_l IS
[k-zn:ﬂkz] ‘o a

¢) Comme E 5 converge, son reste tend vers 0, donc 3" Ji converge vers J,
k>1 k>1
SOit

J = Z JIn Z [F\/:(— — arctan(a+/n))]

4. a) L’encadrement demandé est une conséquence banale de la décroissance de

1 .
7227 R

t—

2
b) Par identification : ﬁl_ 1z

t+t’z t 1+t2?

¢) La convergence de 3 u,(z) garantit celle des intégrales, d’od en sommant
n>1

pourn = 2:

f+oo dit Fz) — /+ dit
_ g t4+t2z? 1422 t + t%z?
S e 1 2 T A

=z - dt < - < T — dt

[Td-Epescio-a< [ 4

ou encore : 92 Moo ) 91 +00
- t‘dix[ S 2 1) 1+ 22 1T 1
est-a-daire .

ln(-l——:tzzi) In(z2) < 1 5 < In(1 +z?) — In(2?)

En regardant les termes prépondérants, on obtient par encadrement d’équivalents :
f(x) ~ —2Inz.

1
d) La convergence de 'intégrale f In(xz)dz donne, par la régle d’équivalence

0
pour les intégrales de fonctions de signe fixe, la convergence de I'intégrale définissant
I

Exercice 1.03.

2z
Soit f la fonction définie par f(z) = f t_—%

1. Déterminer le domaine de définition Dy de f.
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2. Montrer que f est de classe C sur Dy.
3. Déterminer lim f(z). En déduire hm f(z).

T=r=400

4. Montrer que 1’on peut prolonger f par continuité en z = 0.
On note f la fonction ainsi prolongée.

5. Montrer que £ est dérivable sur R. Calculer F(0).

6. La fonction f est-elle de classe C* sur R ?

Solution

1.Onétudie ¢ : t — t +sint. Ona ¢'(t) = 1 + cost > 0, nul seulement en des

points isolés, et lim ¢ = —oo, Em @ = 400, ce qui montre que ¢ est une bijection
— 00 >0

croissante de R sur R s’annulant en 0, donc senlement en 0.

. 1 : _ oo
Ainsi pour tout £ # 0, 7—-=— ez oSt continue sur [z,2z] et Dy = R*.

. e 1 5 F3 s "
2.Notons F' une primitive de ¢ TTent W R% ou RY. Par le théoréme

fondamental du calcul intégral, comme f(x) = F(2z) — F(z), f est de classe
C' sur R* et :

Pl 2 1
i) = 2z + STD(Z.’L‘) z + sin(z)

1l 1 < Ai
3.Pourtoutt > 1, t+1\t+smt\t2—1 nsi:

2z f:
a:>1==>L t+1\f($) [mt‘il,dou

:1:>1=>1n2—$—_|j_'T\ flz) € 237_11
En faisant tendre x vers +00, il vient hﬁ_n f(z) =1In2.
IT—T0Q

La fonction (o est impaire, le changement de variable { = —u donne donc :

—2z 2z
Y dt =: du :
I :1:)—/_9: t +sint L u—l—sinu_f(x)
Donc f est paire et 1i1_1_1 f(z) =In2.

2z
t—sint
40necr1tL t+smt / /t(t—!—smt

, . t—sint
Orun développement limité au voisinage de O eta 1’ ordre 3 donne : i +sing) 127
t—sint

HE F sin ) admet un prolongement par

continuité en 0 et est donc continue sur [—-2, 2] et ainsi majorée par une constante C.

qui tend vers 0. Ainsi la fonction £ +—
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11 vient donc pour |z| < 1:

2z 2z
dt [ dt
|f$ t+sint /m %t | < Clel

ce qui montre que | f(z) — lnTZ‘ < C|z|. Ainsi lir%f(x) = 1—1122

5. Le calcul de f' a été fait précédemment. Aprés réduction, il vient :
f(z) = 2 s.ina:(l — cos 9:)
(2z + sin(2z))(z + sin(z))

Effectuant un développement limité au voisinage de 0, il vient f'(z) & %

Ainsi la fonction fest—elle dérivable en 0 (théoréme des fonctions de classe C'1) et

7 =o0.

6. On a déja vu que la fonction fest de classe C'! sur R, car elle I’est en 0 et I’est
banalement ailleurs.

Exercice 1.04.

1. Soit > wuy, une série a termes réels strictement positifs, telle que :
n>0
lim (Y2t} =0

n——+o00 Un

a) Montrer qu’il existe ng € Ntelque : Vn € Nyn 2 ng = Un41 < 5 Un.

bof—=

b) En déduire que la série > u,, converge.
n>0

Soitun réel ¢ € |—1,1[. Pour 2 € R et n € N*, on pose
fal@) = (1-g2)(1 = ¢%) - (1 - q"x) = ]| (1-¢"2)
2. a) Montrer que, pour tout z € R, la suite (f(z))
limite.
b) Vérifier que Vz € R, f(z) = (1 — qz) f(gz) (1).

nene converge. On note f(z) sa

3. On suppose que f admet un développement limité 4 tout ordre IV en 0, noté :

f(z) = %anz"—i-o(a:N) N €N,
n=0

T
a) Montrer que Vn € N*,a, = —; ] a,—1 et en déduire I’expression de a,,
q —_—
pour tout n € N,

b) Justifier que la série de terme général a,, x™ converge pour tout x réel. On note
g(z) sa somme.

¢) On admet que g est continue sur R. Montrer que g = f.
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Solution

1. a} Le résultat demandé n’est autre que la définition quantifiée de la limite avec
e=1/2,etu, > 0.

b} Par récurrence, n > ng = 0 < u, < (%)n-no

par comparaison a une série géométrique convergente.

Un,, d’Oll ]a convergence

2.a) e S’il existe ng, x = 1/g", alors Vn > ng, fa(z) = 0 et la suite (f,,(z))
est constante & partir d’un certain rang, donc convergente ;

™

e sinon, V7, fo(z) # 0etln|fo(z)| = 3 In|1 — ¢*z| converge absolument car A
k=1

partir d’un certain rang |¢*z| < 1 puis klim ¢*z = 0et|In|1—g*z|| i~ lg¥z| > 0,
— 00 o0

qui est le terme général d’une série géométrique convergente.

D’autre part lim (1 — ¢"z) = 1 implique que f,,(z) est de signe constant & partir

n—00

d’un certain rang, donc (f,(z)) converge.

neN*

b) Pour tout x € R, la relation s’obtient par passage a la limite dans la relation
n

fr(@) = (1-gz) [1 (1—¢*"qz) = (1 - gz) fn-1(q2)

k=2
3. a) Par substitution dans la relation précédente et identification par unicité du
N N
développement limité,ona: ) anz™+o(z) = (1—qz}[ 3 an(gz)"+o(z")],
n=0 n=0

donc :

VneN* a, = ang™ — an_1q" etag = f(0) =1

n n (n+1)/2
d’ ol par récurrence @, = —4—a,_; = 4———

- [[E* -1
k=1

q'n,+1$ |
n+1l __ 1

n+1
Opt1 T
b) Pour tout z € R*, “;ln—|
|an z"|
convergence absolue de la série.

0, ce qui assure la

n—oo

_'q

4. g vérifie la relation (1) (cf. 3.a) et g(0) = f(0) = 1, d’ol, par récurrence et
continuité de g en 0, on écrit pour tout n :

g(z) = [kill(l - ¢*2)] g(g"z) = fu(z) 9(q"2)

puis on fait tendre n vers I’infini et 4 la limite :

9(z) = f(z) 9(0) = f(z)
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Exercice 1.05.

Soit (n,p) € N* x N*, avec n > p, et posons ¢ = n — p. Pour tout z € R, on
considere 1’équation d’inconnue réelle y :

(E):y" +xy? -1 =0.
1. Démontrer que ¥V € R, I’équation (E) admet une racine unique y, dans R .

2. Soit f la fonction de R dans R* définie par :  — f(z) = y, ol y, est défini
dans la premiére question.

Montrer que f est deux fois dérivable sur R et donner I’expression de f'(x) en
fonction de z et f(z).

3. Calculer le développement limité 4 I’ordre 2 de f en 0.

4, Montrer que f admet une limite, que I’on calculera, lorsque z tend vers +oo.

5. Démontrer que f(z) ~ . lorsque z tend vers +oo.

Solution

1. Pour tout z € R, posons ¥,.(y) = y™ + zy? — 1, fonction définie sur R .
Ona W, (y) =ny™ ! + pey® ! = y?~ ' (ny? + pz).

— Si z est positif ou nul, ¥, croit.

— Si z est strictement négatif ¥, commence par décroitre avant de croitre.
Comme lién ¥,(y) = —1etque Li_m ¥, (y) = +00, on en déduit que ¥ ne prend
o0

qu’une fois la valeur 0 sur RY.

i
2. I’ équation (E') montre que pourtouty € R} onaz = 1y _ ¢ y).
+ y

— o ) _ q __ .
Ona ® qui est C™ sur R} et ®'(y) = ny pgl y)p: ny’ —pT

On a ® < 0 et ® est strictement décroissante sur |0, +oo] et définit lijne bijection de
R% sur R. Elle admet une fonction réciproque qui n’est autre que la fonction f qui
est aussi C*°. Ona:

f(x) = ¥ B i C)

ny? + px nf(z)? +pz

3.0na, f(z) = a + bz + cz? + o(z?).

On obtient immédiatement a = £(0) = 1,b = f/(0) = —=, puis on utilise :
(1— Lo +ea? +o(a?)" +2(1 - Lo +ca? + o(=?)? —1=0.

Ce qui conduit 4 : ncx? + n2—;’,1m2 — %:cz = () puis

. n—1-2p gq—p-—1
€= _QTE— 22

i
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4. L’examen de la fonction ¢ montre que lig_l f(z)=0.
T—r 100

1
5.0nadonc, zy? ~ 1,d’otu f(z) ~ z P.
+co +oo

Exercice 1.06.
+oc
1. Montrer que pour tout z > 0, I'intégrale f —i—-t— dt converge.
o 1+zxe

On note f I’application définie sur R?} par : pour tout z > 0,

f(:v)=[0+°° L gt

1+ze
2. Montrer que f est strictement décroissante sur R¥*,

3. a) Déterminer 1'11_{1 f(z), puis un équivalent de f(z) pour = au voisinage de
L==>=00
+00.
b) Déterminer lirrb f(z).
T—

4. a) En utilisant le changement de variable u = z.e’ que I’on justifiera, montrer
que :
+oo

flzy=lnz(lnz—-In(1+z))+ f ﬁfz)— du

b) En déduire que f est dérivable sur R?_ et calculer f/(z). Retrouver ainsi le sens
de variations de f.

Solution

1. Soit z > 0. La fonction ¢ : £ — T —I—t = est continue sur R et positive.

re

+o0
Au voisinage de 400, p(t) ~ % e tet / t.e~'dt converge. Ainsi f est-elle bien
1

définie sur RY .

t  ~ __t

2.8 0 < < y, alors, t =2 0,
1 z y, alors, pour £ = 1-|—:cet/1—|—ye

7 Ce qui entraine la

décroissance de f.

+oo
3. a) Comme 1 + ze? > ze, il vient : 0 < f(z) < %f te~idt = % (calcul
0
simple ou référence probabiliste) ce qui montre que :
lim f(z)=0

r—+too

L o5t équivalent 2 f(xz)} au voisinage de +oc. En effet :

Montrons que p
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+co +oo +o0
1 —t ‘ _ i 1 —2t gy _ C
- = te'dt| = dt < = t dt = =
lf(a:) 93_/0 © _/0 (1 + ze*)(ze?) :02/0 © x

Donc f(z) — % = o(%) et f(z) ol %

&)

b) Soit A > 0. On peut écrire :
A

f@> |

0

Or li A
g 2(1 + ze™)

A

1 A?
dt 2 —— [ tdt = ——
1+aet 7 1+ze /0 2(1 + ze”)
2
= —‘%— et comme ceci est vérifié pour tout A, il s’ensuit que
lim f(z) = +o0
r—0

4. a) Le changement de variable proposé est de classe C* et bijectif. I vient

f(z) = /:ooli@@du = Lﬂoﬂcﬂu - ln(:c)./:oomdu

u(l + u) u(1 + u)
Or,pour A > 0:
/A;du:/}‘d—”— ? du = —In(z) +In(1 +2) - ln(1+ 1)
T u(1+u’) T U 0 14w X

et, en prenant la limite lorsque A tend vers +oo :

+oo 1

i = - _lnu _
Finalement f(x) = Inz(lnz — In(1 + x)) +f$ al + u)du.

+oo
b) La fonction = +— / _Inu g, est dérivable (intégrale fonction de sa
. W1+

borne inférieure), et :

f'(z) = % (Inz —In(l +z)) + Inz (% 1 —}—:v) B x(in-ls-ca:)

= -CIE (lnz —In(1 +z)) < 0.
On retrouve bien la décroissance de f.

Exercice 1.07.

Dans tout I'exercice, E' désigne 1'ensemble des fonctions continues sur R et
2m—périodiques, ¢’est-a-dire 1’ensemble des fonctions f vérifiant :

feC'R)etVz e R, f(x+27) = f(z)
2w
Pour toute fonction f de E, on pose : ¢(f) = ZL / f(t)dt.
0

m

1. a) Montrer que toute fonction de E est bornée.
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b) En déduire que, pour toute fonction f de E et tout réel a strictement plus grand

—+o0
que 1, ’'intégrale / %}l dt est convergente.
1

2. a) Montrer, pour toute fonction f de E, I’égalité suivante :

427 27
[ rwa= [

0
b) En déduire que pour toute fonction f de E, les primitives de f sont
2m—périodiques si et seulement si ¢(f) = 0.

3, On consideére une fonction f appartenant & F et on note g la fonction définie par :

vVt e R,g(t) = f(t) — c(f).
a) Montrer que g appartient 2 E et que ¢(g) = 0.

+eo
b) Montrer que I’intégrale : f ﬂtﬂ dt est convergente.
1
¢) On suppose dans cette question que c(f} 7 0. Déterminer un équivalent simple

T
de / ﬂtﬂ dt quand x est au voisinage de +oc.
1

4. On considére dans cette question la fonction f définie, pour tout réel ¢, par :
£ (t) = |sin(¢)].
a) Vérifier que f est un élément de E.

b) En déduire que : / J%ﬂldt ~  Z2n(z).
1

(z—+o0) T

400 .
¢) Quelle est la nature de I’intégrale / |—Sltitl dt ?
0

+o0 |
d) Quelle est la nature de 1’intégrale / Sltﬂ dt ?
0

Solution

1. a) Soit f une fonction de . Comme f est continue, elle est bornée sur ’intervalle
fermé borné [0, 27, il existe donc un réel M positif, tel que :

Vy e [0,2], 15 ()| < M
Soit = un réel donné. Il existe alors un entier relatif k tel que z 4 2kx appartienne a
[0, 27]. Comome f est 2r—périodique, f(z) = f(x + 2k7) et, z + 2k7 étant dans
[0,27], on a bien f(z) < M.

b) D’aprés ce qui précéde, on a |ft—§)—| < tMa La fonction ¢ — % est, & un

scalaire prés, une fonction de Riemann et pour o > 1 son intégrale en +oo est
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convergente. Le critére de comparaison des intégrales de fonctions positives permet

+oc
de conclure a la convergence de ] ‘ 0] Idt.
1

Enfin, comme la convergence absolue entraine la convergence, on peut bien conclure

+c0
a la convergence de I'intégrale / %gdt.
1

27T 0 2w 427
2.a)0nécrit:/ f(t)dt-_/ +/ —|—/
T T 0 2T

Dans la derniere intégrale, on effectue le changement de variable ¢ = u + 2 et par
périodicité de f la premiere et la dernitre intégrale se détruisent. On obtient ainsi le
résultat escompté.

b) Soit F' une primitive d’une fonction f de E. On a alors, pour tout réel z,
27

x+2mT
Flz+2m) — F(z) = f fdt= | Fe)dt = 2me(f).

0
On en déduit : F est 27r—$périodique si, et seulement si, Vz, F(z + 27) — F(z) = 0,
soit si et seulement si ¢(f) = 0.

3. a) La fonction g est continue comme somme de fonctions continues.
Ensuite, g(z + 27) = f(z + 27) — c(f) = f(z) — c(f) = g(z).

27 27 27
Butin, 2 [ g0t = o [ et - [ eyt = ol) - ) =0
On adonc ¢(g) = 0.

"9()
b) Soit A un réel plus grand que 1 et considérons : / g 7 dt.

1
Notons GG une primitive de g. On a alors, en 'mtégrant par parties :
/ 9lt) gy — (S0 f Gl) g

* Comme g appartient a F et que c(g) =0,la prnmtlve G de g est 2r—périodique
(question 2.b)) et évidemment continue. GG est donc dans . On en déduit qu’elle est

bornée. Alors, comme G est bornée : lim ﬂﬂ = 0.
A—4oo t

+oo
* L’intégrale f %ﬂdt converge.
1

Conclusion, le second membre de 1’égalité posséde une limite finie en 400 et
I'intégrale est convergente.

[P E®) L [T @) — () “e(f)
c)Ona./1 + dit /1 7 dt-i—/l r dt.
. ﬂ?ft B x t
Smt/1 -—Lt)dt—fl gi—lt dt + ¢(f) In(z).
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Comme lim / %ﬂdt = L et que 1i1_|1_1 e(f)In(z) = Foo, (c(f) # 0)onen
1 IL—1T 00

T—r+f00
déduit : :
t

dt ~ c(f)ln(z

[ Bt~ cryimiz)

2n
4. a) f est évidemment continue et 27 —périodique, ¢(f) = % / | sin(t)|dt = %
0

b) En utilisant le résultat obtenu a la fin de la question 3, on a bien le résultat
demandé.

“+oo | . +oc | .
¢) L’intégrale f JSlTntldt diverge, donc I’intégrale / .ISlTntldt diverge.
1 0
d) Une intégration par parties de renforcement de convergence prouve la conver-

‘oo, +oo |,
gence de I'intégrale f SlTntdt, donc aussi celle de I’intégrale f Sltﬂdt.
1 0

Exercice 1.08.

+0co
Pour toutes fonctions f, g continues sur R telles que / | f(£)g(x—1)| dt converge,
— 00
+oo’
on pose (f * g)(z) = f(t)g(z—t)dt.

+oo
1. On suppose dans cette question que f | (t)| dt converge et que g est bornée

—QoQ
sur R. Montrer que f + g est définie et bornée sur R.

—+co +oo

|f()|% dtet f |g(t)|? dt convergent.

— oo — O

Montrer que f x g est définie et bornée sur R.

2. On suppose dans cette question que /

1
3. Pour tout . > 1, on pose A, = f (1-— tz)" dt et
-1

hn(t) = {L——Ll T\:Z © osite[-1,1]
0 sit ¢ [—1,1]

a) Montrer; 4 I’aide du changement de variable ¢ = cos 8, que
m/2
An = Zf (sin §)2"+1 dp.
0

On admet que X, ~ /% lorsque n tend vers +oc.
n—+00 1

b) Montrer que A, est une densité de probabilité.
¢) Montrer que pour tout ¢ > 0,

—€ 40

lim ho(t)dt = lim ha(t) dt = 0

n—+oc f_ o n——+oo e
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d) Déterminer pour tout réel z, - liI-Z'[_l (f * hy)(z) pour f continue et bornée sur
n—+00
R.

Solution

1. Pour tout (x,t) € R?, |f(t)g(z — t)| < K|f(t)|. Comme / | f(t)|dt converge,
R

les théorémes de comparaison des intégrales de fonctions continues positives
permettent de conclure A I’existence de (f % g)(x) pour tout réel z et au fait que

(f *9)(@) < fR \F()ldt.

2 Pourtout (z, 1) € B% f(0)a(e=0) < § (1F7 +lofe — OF).Ox [ 17(0)at

converge ainsi que / |g(z — t)|*dt par un changement de variable évident.
R

Les théorémes de comparaison des intégrales de fonctions continues positives
permettent de conclure comme dans la question précédente.

3. Le changement de variable ¢ = cos  de classe C* donne
1 T w/2
f (1— #2)ndt = f (sin §)2n+1dg = 2 f (sin 0)27+1dg
—1 0 0
Montrons le résultat admis dans I’énoncé :

Posons W,, = f (sin #)™d#. Alors, une intégration par parties donne

/2
W, = [ - (sin8)" ! cos§]] /2 +(n— 1)/ (sin 8)"2 cos? 6d0
0

soit: Wy, = =1w, ..

n
La suite (W,,) est décroissante ( car sur [0,7/2], 0 < sinf < 1) et la relation
précédente donne nW,W,,_; = (n — 1)W,,_1W,,_o, donc :

W Wn_1 = W1Wy = %

Finalement W,, < W,,_1 < Wp_2 = n —= W, Ceci entraine que —WMT}—_l tend vers
1,donc W,, ~ W,,_1 et nW,, W, _1 —1r/2 entraine que W2 ~ —etW

AmSIANZ\/%—T)N\/E'

b) La fonction h,, est continue et positive sur R et son intégrale est égale 4 1 de
par sa définition.

i
2n
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e 1 [ _ e 1- &))" 1
c) On a /E hn(t)dt = )\—n/E (1 — 5™ < X, < P donc
+o0 —-&
liI_f_l h,(t)dt = 0. Méme démonstration pour hn(t)dt.

d) La fonction f est continue sur R et bornée par K. Scite > 0.
N existe 6 > Otel que |t| < § entraine | f(x —t) — f(z)| < €/3. On peut alors écrire :

(4 b)) — $(@)] = | [ 1o = Oha(t)dt = [ F)hu(t)it
jl;|f(a: _ 1) = F(z)|hn(t)dt
-8

< (
+4 +oo
S/ +/ +/ o=hL + 1+ I3
—o0 -8 ]

—» Or, par la continuité de f en z et la positivité de A, Is < % / hy(t)dt =

walm

Rk
—8 +o0
s comme |f| <K : I < sz ha(t)dt et I < 2K/ o (£) dt
—00 —§

Par la question c, il existe N tel quesin > N, I} < —%, I3 < %

Finalement, pour toute > 0,ilexiste N telquepourn = N, |(fxhy,)(z)—f(z)| < e.
DoncVz € R, lim (f % hy)(z) = f(x).

Exercice 1.09.

Pour tout entier naturel n, on note C,[X] I’espace vectoriel des polyndmes a
coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n. On définit par récurrence
la suite de polyndmes (7, ), par :

T() = 1, Tl = X, Tn+2(X) == ZXTn+1(X) - Tn(X),Vn 2 0.
Dans cet exercice, on identifiera polyndme et fonction polynomiale associée.

On rappelle que pour tout (&, b) € R?, cosa + cosb = 2 cos (G_'Z!i) cos (aT—b)

1. Expliciter To, T3 et Ty.

2. Soitn € N.
a) Montrer que, pour tout ¢ € R, T,(cost) = cos(nt).
L5
b) Montrer que 7,,(X) = 3 (ZT:;C)X"_Q’“(X2 — 1)k
k=0

3. Montrer que pour tout n € N*, T, posséde exactement n racines distinctes.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul. On note z;,...,z, les
racines de 15,.
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Pour f : [0, 1] — R, continue sur [0, 1], on note || f||oc = sup |f(z)].
ze[-~1,1]
4, Calculer || T3, || oo

5. On pose S, = %Tn et P, I’ensemble des polyndmes unitaires de degré n qui
possédent 7 racines distinctes sur [—1, 1}. On souhaite montrer que
VP € Pn,|Salloc < [IPlloo-
a) Calculer ||.Sy, || co-

b) Montrer le résultat annoncé en raisonnant par I’ absurde.

Solution

1. D’apres les définitions :

To=2XT, —Tp =2X>—-1,T3 =2XT> — T} = 4X® - 3X,

Ty =2XT3 — Ty =8X* - 8X%2+1

2. a) On montre cette propriété par récurrence sur 7.

e Pourn = Oetn = 1, on a bien Ty(cost) = 1 = cos(0.t) et T (cos t) = cost.

e Soitn € N. On suppose que Ty, (cost) = cos(nt) et Tp11(cost) = cos((n+1)t).
Alors, pour toutt € R :

Tni2(cost) = 2cos(t)Tn+1(cost) — Tp(cost) = 2cos(t) cos((n + 1)t) — cos(nt)
= cos((n + 2)t) + cos(nt) — cos(nt) = cos((n + 2)t).
Ainsi, pour tout n € N et pour tout t € R, T, (cost) = cos(nt).
b) Soit z € [1, 1]. On note x = cost. Alors :
T (z) = Ty (cost) = cos(nt) = Ré(e™) = Ré[(e*)"]

= Régi:ﬂ (Z’)zk sin® t cos™ k¢ = Lzz:i (27;9)7‘% sin* £ cos™ 2k ¢
3, . R Ly T
=3 (%) CD*(A-cos? ) cosm= 2 = 32 (2) CV*(1-22)Fa
L5
E3
Ainsi, les polyndmes T, et kz—:o (;}’c) (X2 — 1) X"~2* coincident sur [—1,1]. Ces

polyndmes sont égaux

3. Comme T, est un polynéme de degré n, il posséde au plus n racines distinctes.
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Pour tout k¥ € [0,n — 1], notons z; = cos Zk;’;l L. Alors, 73 € [-1,1], les
nombres z; sont tous distincts car la fonction cosinus est injective sur [0, 7| et

Tn(zk) = cos(ng%h) = COoS (2k _|2_ m _ 0.

Nous avons donc identifié tous les zéros du polyndme T, et T,, posséde exactement
7 racines distinctes toutes dans [—1, 1].

4. Pourtoutr € [-1, 1],ilexistet € [0, 7] tel que z = cost. Alors, T,,(z) = cos(nt).
Ainsi, || T, loc < 1. De plus, 7,,(0) = 1. Donc || Tnl/eo = 1-
5. a) On remarque que S,, est un polyndme unitaire de degré n et que, d’aprés la

question précédente : ||S,||oc = 2n—1_1

b) Soit P € Py, tel que ||P|co < ||Sp)loo- Onpose D = S, — P.

Comme P et S, sont dans P, ils sont tous deux unitaires et le degré de D est
strictement inférieur a n.

_1\k
De plus, pour tout k& € [0, n], D(cos I%r) = P(cos %’r) — % Ainsi, D change

n + 1 fois de signe sur [—1, 1]. D’aprés le théoréme de Rolle, D s’annule donc au
moins en n points distincts. Ainsi, D = 0 et on obtient une contradiction. Finalement,

VP € Py, 180loo < IP]loo-

Exercice 1.10.
Soit f I’application définie par :
1 T+y
: 1
1. Quel est I’ensemble de définition D de f ?
2. Montrer que f est de classe C? sur D.

3. Montrer que pour tout (z,y) € D:

2yf(z,y) + (1 - 5172)%(m,y) —-(1- yz)g—;(w,y) =0
4. Montrer que pourtout z 2> O etpourtout y tel que 0 < y < 1:

T+Y \|
<1
‘m (1+xy) /oy

1
En déduire que pour tout z > 0, I’intégrale / f(z,y) dy est convergente.
0

Solution

1. Pour définir f(z,y), il faut avoiry # 1,y # —1et lx_—:_a:% > 0,donc z + y et
1 + zy de méme signe et non nuls.
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2. La fonction f est de classe C! sur D, car composée, produit, quotient de fonctions
de classe C!, les fonctions apparaissant en dénominateur ne s’annulant pas et la
fonction placée dans le logarithme étant strictement positive.

TN
_ x4 —1 T +
L A e e ) R e A S )

On vérifie alors facilement la formule demandée.

4. Fixons y dans 0, 1] et étudions la fonction & : z — In (lx_—:-m%)

La fonction h est définie et dérivable sur R*, avec A/ (z) = 1-y >
(z +y)(1 +zy)

2

0.

Par conséquent h est strictement croissante.
De plus A(0) = Iny et m-l-ﬂloo h(z) = —Iny. Donc |h(z)| < |Inyl, ce qui est le
résultat demandé.
Pour z fixé, la fonction, de la variable y, 2 intégrer est continue sur |0, 1.

Au volisinage dey =0, |f{z,y)| < |Iny| = —Iny, et la convergence de I’inté-

2 1/2
grale f / In y dy donne la convergence de 1’intégrale / flz,y)dy.
0 0

Au voisinage de y = 1, |f(z,y)| < ﬁ—g%g et la fonction majorante se
prolonge par continuité en 1, donc est intégrable sur [1/2, 1].
1

La convergence de f(z,y) dy en résulte.
1/2

1
Par disjonction des problémes, on en déduit que / f(z,y) dy est convergente.
0

Exercice 1.11.

Soit un réel z et un entier naturel n > ( ; on note :

n—1 g_w)p
1. Montrer que les relations wu,, = So, (1) et vy, = Sap1(1) pour n € N définissent
deux suites réelles adjacentes. En déduire la convergence de la suite (S, (1))nen vers

un réel £.

Les questions suivantes sont indépendantes ; elles permettent toutes le calcul de £.

2. Soit f : [0,1] — R définie par f(z) = In(1 + z). Pour z € [0,1] et k € N*,

exprimer f(*)(z) puis déterminer sup |f®) (z)l.
ze€[0,1]
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En déduire la valeur de £ par application de 1’inégalité de Taylor-Lagrange & f sur
0,1].
3. Etablir que, pour tout réel z > 0 et pour tout entier n > 0 ;

S2n($) =z (113) = 32n+1($)

et en déduire la valeur de 7.

2n
4. Montrer que pour tout entier n > 0: So,(1) = 3> %
k=n+1
En déduire la valeur de £ en faisant apparaitre une somme de Riemann.

3. Montrer que pour tout entier n > 0:

1 n
Sn(1) = / L
0

et en déduire la valeur de £.

Solution
. : — _ 1
D’autre part : Up+1 — Un = Sonpt2(l) — Sgn(].) 1 1l >y

2n—|—11 2Zn+27
et Unt1 — Un = Son+3(1) + San41(1) = —2n1+ 1T, 73 S0

Les deux suites (u,, ) et {vy,) sont adjacentes ; elles convergent vers un méme réel £.
Les deux suites extraites Sa,, (1) et S2,,+1(1) convergent vers la méme limite £. Par
exhaustion la suite (Sy, (1)),en converge vers £.

2.Pourz € [0,1] et k € N*, f/(z) = 1}r$.

—1)* Lk — 1}
On montre facilement par récurrence sur k& € N*, f*)(z) = D (k-

(1+2)* 7
&0t sup{|f® ()], z € [0,1]} = (k— 1)\
La fonction f est de classe C'°° sur [0, 1] ; on applique I’inégalité de Taylor-Lagrange
afalordren :

, n f®0 n
=2 . k:!( < (n-il— gy sup{lf (@), = € 0,11} = Tn_ilﬁ”!

_1
‘<‘n+1

soit | In(2) — S, (1)| <

n(1) = In(2)

n—-4co

3. Soitunréel x > 0 et un entiern > 0 : .
2n -1,k
Soit la fonction : fi(z) =In(1 + z) — Son(z) =In(1 +2) — > 1—1%.
k=1

Cette fonction est dérivable sur RT et
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— (-2 2n 2n
f{(x)=_1%:__kz=:1(_1)k 1,k 1:1-}-3; 1 1(-1—93) 1+$>0
La fonction f; est donc croissante sur R™ et comme f; (0) = 0, elle est positive sur
R*. Ce qui prouve la premigre inégalité.

On montre, de méme, 1’inégalité de droite en étudiant la fonction fo définie sur Rt
par : fa(x) = San+1(z) — In(1 + ), et on obtient : Son(x) < f(z) < Sant1(z).
En particulier pour z = 1 et en passant 2 la limite : £ = In(2).

4, On montre le résultat par récurrence :
— L'initialisation est banale.

2n
— On suppose la propriété vraie aurang n: % = S2,(1). Alors

. k=n+1
2n+2 2n
1_ i 1 1 1 _ 1 1
k=§+2kﬁk=§+lk+2n+1+2n+2 n+1 Sz”(1)+2n+1 2n+2
= Sony2(1)

ce qui prouve I’hérédité et donne la conclusion.

On reconnait une somme de Riemann :

g 2 L_gn 1 _ 1y
nl = = = = =
(1) k=§+1k p§1n+k =g B
1
: . 1 _
etngr_ir_loos%(l)—fo 1+$dm—1n(2)
5. Soitn > 0. Ona:l—_—(—_gjznil(—t)p,donc:
1+t p=0
1 n—1 ¢ __1yp—1
u_Ldt_ E ( )pdtz Zg_lL:
g L1+t a0 P
1 1
 Sa(1) = £ D
et:5u() = | 12 /i—Ltht_m(z) [

t'n.

Or, pour tout ¢ € [0, 1], |1+t|_ l—l—t
et

1
(=t)" n 1
0\/0 1+tdt| /|1+t|dt 1—|—tdt s oo

ce qui entraine que lim £—Lalt Qet hm Sn(1) = In(2).
n—+oo fy 1+t n—-+o00

Exercice 1.12.

Soit r un réel strictement positif. On considére un réel strictement positif ug et on
définit la suite (u, )n>0 en posant :
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T+ U

1. Etudier la fonction z +— z® + rz — 1 et montrer qu’elle s’annule en un seul point
£. En déduire que la fonction f définie par : f(z) = admet un seul point fixe

+ z2
(i.e. il existe un unique zq tel que f(zg) = xo).

2. On considere la fonction g définie sur R par g(z) = f(f(z)).

a) Que vaut g(z) ?

b) Montrer qu’il existe trois réels a, b et ¢ que 1’on déterminera, tels que pour tout
zréelona:

(1-rz)(r+22)?2 —z= (23 + rz — 1)(az® + bz + c)

¢) Déterminer la fonction z — h(z) = g(z) — z.
3. On prend pour r la valeur 1.

a) Montrer que g admet un seul point fixe.

b) Que peut-on dire de la suite (uy, )n>0 ?
4. On prend pour r la valeur 1/2.

a) Montrer que g admet trois points fixes. On notera « et 3 les deux points fixes
qui sont différents de £ avec o < .

b) On pose E = {a, 8, £}. Montrer que f laisse I’ensemble E invariant (i.e que
I'ona f(E) = E).

En déduire que a < £ < B.

c) Etudier le signe de la fonction ~ définie par h(z) = g(z) — z.

d) Etudier la convergence des suites (25 )n>0 €t (U2n+1)n>0 en fonction de la
valeur initiale ug.

Solution

1. Une étude immédiate montre que I’application z — z3 + rx — 1 est strictement
croissante sur R. I’ étude de ses limites en 4-co montre qu’elle s’annule en un unique
point £.

Il en résulte que la fonction f admet un unique point fixe £.

2. a) Un calcul immédiat donne, pour tout x réel :
(r + 22)?
r{r+22)2+1
b) En effectuant le produit du membre de droite et par identification, il vient :
(1-rz)r+s2)2—z= (23 +rz - 1)(~rz? +z—r?)

g(z) =
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¢) La fonction h est définie par :
Q-ra)(r+22)2 -z  (2®+rz— 1)(-rz® +x —r?)
r(r+22)2+1 r(r+22)2 +1

h(z) =

Remarquons que le discriminant A du trindme —rz? + z — r? estégal a 1 — 4r3,

3. a) Lorsque 7 = 1, A est négatif. La fonction h n’admet qu’un seul zéro qui est £.
La fonction g admet donc £ comme unique point fixe.

b) La suite (u,,) est bornée par construction. La fonction g étant croissante, les
deux suites (ugy) et (uap4+1) sont monotones (et bornées). Elles convergent donc
chacune vers 1’unique point fixe de g.

La suite (uy,,) converge donc vers £.

4. a) Lorsque 7 = 1/2, A est strictement positif. La fonction h a trois zéros et la

fonction g admet trois points fixes a, 3, £. Un calcul immédiat donne :
1

1
=1 — —=, =1 + ==
= wPet Ty
b) Posons E = {«, 3, £}. On remarque que :
fle) = f(g(a)) = g(f(a)), F(B) = f(9(B)) = g((8))-

L’ application f étant injective, les points f(a), f(3), £ sont trois points distincts,
invariants par g. Comme f admet un unique point fixe, il vient :

fle)=58, f(B)=«
On considére alors les différentes possibilités pour ordonner o, 5 et £, et en appliquant
£, on anécessairement a < £ < (3.

c) Le signe de h est immédiat :

[ 41 size]—o0,alUlE, ]
sealn(a)) = { 77 52 €l st
d) Il faut distinguer plusieurs cas :

*x0 < ug < a. Onaalors h(ug) > Oetdonc uz > up. La fonction g étant croissante,
la suite (w2, ) est croissante et majorée par c.

Elle converge vers un point fixe de g qui ne peut étre que a.

Comme f est décroissante, la suite (ugy,41) est décroissante (car ugny1 = f(uzy,))
et minorée par 3 = f(c). Elle converge donc vers (.

* ug = . Les suites (ugy,) et (ugn4+1) sont constantes égales respectivement 2 o et
g.

* a < up < L. Le tableau des signes de h et un raisonnement identique a celui du

premier cas montrent que la suite (ug,,) est décroissante et converge vers «, alors
que la suite (ug,+1) est croissante et converge vers G.

* up = £, La suite (uy,,) est constante égale a £.
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x £ < up < 3. La suite (ugy,) est croissante et converge vers 3, alors que la suite
{u2n+1) est décroissante et converge vers .

* ug = [3. Les suites (ugy,) et (ug,+1) sont constantes égales respectivement a 3 et
a.

* ug > (3. La suite (ug,) est décroissante et converge vers 3, alors que la suite
(u2n+1) est croissante et converge vers a.

Exercice 1.13.

Soient a > 0 et b > 0. Soit la suite (u,,) définie par récurrence par :
up € 0, +00[,¥n € N, p1 = (atiy +b)2.
1. On suppose b = 0.
a) Montrer que : ¥n € N, u, = a(%ﬂ)z_n_

b) Etudier la convergence de la suite (uy,).

c) Déterminer la nature de la série ) 2™ (u,, — a).

1
a+ (a® + 4b)2

5 .
a) Montrer que si (u,,) converge, alors elle converge vers a*.

2. On suppose b > 0 et on note a* =

b) Montrer que (u,,) converge vers a*.

c)Montrer que : Vn € N, |u —a*| < L Uy, — a*).
) q > [tn 1 < 2min(a*,un+1)| i

d) En déduire la nature de la série > 2" (u, — a*).

Solution
1. a) Récurrence facile.

b)Ona:u, = aexp (2% In %0-) ; Pexposant tend vers 0 donc I’exponentielle
tend vers 1.

c) Comme lim 1, % =0,ona:
n—-+oo a

1 1, Mo
2“(un—a,)=2”a(ef”rln a — 1) ~ aln¥o
(n—+o0) a
Si ug # a la série diverge grossiérement ; si vy = a la série (nulle) converge.

2. a) Comme la fonction f : z — +/az + b est continue la limite éventuelle ¢ de
(uy,) vérifie :
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£20

£>0 2 L _ (a2 5
€=\/aﬂ+b<=){e2:a£+b<=> E—a+(a2+4b)goua (a2—|—4b)

(car a® 4+ 4b > 0)

— (a2 + 4b)%
a (a2+4b) <

Soit £ = a* (car 0).

b) La fonction f est croissante, sa représentation graphique coupe la droite y =
en a*, est au-dessus avant a* et au-dessous aprés a*. Par conséquent :

e siup < a”, alors u; 2 ug puis par récurrence évidente, u,, < Up,41 pour tout n.
La suite est croissante et majorée, donc converge.

e siug 2> a*, alors uy < wp puis par récurrence évidente, u,, 2 Uy41 poOur tout n,
La suite est décroissante et minorée, donc converge.

¢) D’apres I’inégalité des accroissements finis, on a :
Junt1 = a*| = |f(un) — fla*) < sup |f| X |un —a*|.

Uy, @
Or f'(z) = —=2— ; ainsi f est décroissante positive ; donc :
) = S aa g st et P
= siu, < a*
sup [f1]={ e +b T
[un,a*] Waa+5 20" Slun 2 @
[#)

Dans tous les cas, on a donc bien : |un+1 — a*| < —a lun — a*|
2min(a*, up41)
d) e Siug = a”, alors Y, 2" (u, — a)* est la série nulle (convergente).

e Siwuy > a*, alors u, > a* pour tout n et par récurrence évidente, on a :

27 (un — @) < (5%) "o — 07|

Comme 0 < 3% < %, par comparaison avec une série géométrique convergente,

la série ) 2™(u, — a)* est absolument convergente, donc convergente.

e Siug < a*, alors u,, < a* pour tout n et la suite (u,,) converge vers a*, donc :
lim e _— o 1
n——+oo 2Un+1 2a* 2

2ua - < % a partir d’un certain rang et on peut raisonner comme dans le cas
n+

précédent (comparaison & une série géométrique de raison %)

Donc

Ainsi, dans tous les cas, la série converge.

Exercice 1.14,
T
Pour tout z € [0,1] et n € N*, on pose f,(z) = [] 1+
k=1

—

=8

1
On pose également I, = / fn(z)dz.
0
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1
Pour toute suite (h,),>1 positive, on définit J,, = / 1—_&%—1:
k)

1. On suppose que hm hn = +oo. Déterminer Lm J,.
n—+0oc

2. Trouver une suite (hy, ),>1 pour laquelle Vn > 1, I,, < J,. Endéduire lim 7I,,.

n—-o0o

3. Déterminer deux suites (@, )r, €t (vn ), toutes deux équivalentes 2 (Inn),,, telles
que pour tout z € [0, 1]

e—:L"u.n S fn(x) g e—ac'vn
(on pourra utiliser In( f,,(z))).

4. a) Montrer que I,, est équivalent & L lorsque 7 tend vers --oo.
q q Inn

b) Déterminer la nature de la série » _ I,,.

Solution

1
1. Avec h,, > 0,0ona: J, = 711_ [ln(l -|-:rhn)} . = In 1h+ hn , €t par négligeabilité
n n

classique : lim J, = 0.
n—00

2.0na:An=(1+m)(l+ ). (1—|—$) E%
k=1
Or, par comparaison série-intégrale, E 2 / ‘i = In(n + 1). Ainsi, il suffit
k=1 1
de choisir h,, = In(n + 1). Il vient également llﬂl_l I, =0.

3. Comme fn(:r) > Osur[0,1],ona:
In fo(z )=—z:1n(1+k) L (in fol@)) = - 3

k=1"
En intégrant : /(—lnfn(t dt = Ef t-l—k

Comme ¢ € [0, 1], E + E Z% donc :
e FrT <A@ < L ¢

11 suffit de poser u,, = Z zetvn = Z ﬁ’ puis de composer les inégalités
k=1 k=1 +

par la fonction croissante exponentielle.

1 1
4. a) On integre la derniere inégalité. Il vient : f e Tundy < I, < / e Tndrx,
0 0
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— Uy

— gy _
soit L= " < g l—e "

T ’v‘ﬂa
Comme lim v, = lim wu, = +o0o, on obtient :
n——+oo n—-+400o
l—g™ 1  1l—e™"
Un (oo) Un (o0) Un,
et par encadrement d’équivalents : I, ~ 1 0

(00) Un (c0) DT

b) La série ) I,, diverge,carn > 2 —> ﬁ 2 —1 _ > 0.0n conclut par la

régle de comparaison des séries & termes positifs.

Exercice 1.15.

—t2z

+oo
1. Montrer que I’intégrale / f gy 5 dt converge pour tout z 2> 0. On pose alors :
0

+oo e—tzm
h(z) = dt
(@) /0 1482

Calculer h(0).

2. a) Montrer que pour tout u > 0, |e™% — 1 + u| < "%
b) Montrer que h est dérivable sur R™ et que pour tout z > 0,

+oo 2 —t?g
M) =-| L& ldt
() fo 1+ ¢

(on pourra revenir 2 la définition de la dérivée de h en x).

On admet que h est continue sur RY.

3. Montrer qu’il existe une constante A telle que pourtoutz > 0, h(z)}—h'(z)} =

ﬁ

4. On pose pour tout = > 0, g(ac) =e ‘”h( )
a) Montrer que : g(z) = 5 — A f

0 Vi

b) Déterminer lim g(a:)

T—+0o0

+o00
c) En déduire 1a valeur de / et dt.
0

Solution
—tx

1. La fonction ¢ : ¢ ¢
L 1+1t2

est continue sur R? et pour tout z > 0, on a:
t
P < g + t2

+oco
dont I'intégrale converge sur R, De plus £(0) = / dt  ~ —7-"2—
0
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2. a) On utilise I’inégalité de Taylor a I’ordre 2, soit :
2

2
le™® — 1 +u| < 'U‘T sup(e™") = _uz_
uz>0

too t2e—t2$

b) On remarque que I’intégrale / T2 dt converge pour tout 2 > 0.
0

Soitaréeltelquez £a > 0:

Ry +oo ~t?(z+a) —t?(z+4a), 42 —t3z
h(z +a) — h +f te dt:f € —e at’e "~ g
@+a)—h)+a Lo | o
Ainsi :
+o0 9 —t2I 4-c0 —t292‘ -—tza - 1 + tz
h —h e gt < f il ol at’) 4
l (.’E—"a) (‘T)+a’/; 1+t2 l : 1+t2
< _@__2_ oo t4e_t2mdt — azcm
T2/ 144 2

Ceci répond 2 la question, en prenant la limite lorsque a tend vers 0.

3. Par la question précédente, en posant u = ¢/, changement de variable linéaire :

h(z) - K (z) P ettngy = L [T g
z)—h'(z) = e " Tdi = —= e " du
)= ¥ = [ %/

4.2)Onag'(z) = (K(z) — h(z))e™* = —%e_‘“

g(z) = g(0) +/0 g (t)dt = h(0) — A/:ewdt = % — A i e—\/;dt

et

2

+0o0
b) Comme 0 < g(z) < / e VT = il vient Iim g(z)=0.
0

A
\/E ’ r—+co
¢) En réunissant les questions précédentes, il vient

T e et A oo = A2
==A =—=dt = “"du =
r /0 o /; = duy

+oo
Comme A > 0, on conclut/ e~v dy = %
0

Exercice 1.16.
Pour toutes suites numériques ¥ = (Up)n>0 € v = (vn)n>0, on définit la suite
kL
W= (Wn)npopar:Vn e Nyw, = 3 ugvn_g.
k=0

On note alors w = u % v.

1. Dans cette question, la suite (u,,) est définie par : u,, = (%)n et (v,) est une
suite de réels positifs, décroissante a partir du rang 1 et de limite nulle,
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a) Etablir, pour tout couple d’entiers naturels (n, m) tels que n < m, ’inégalité :
m

Z Uk < Unp.
k=n+1

b) Soit n un entier strictement supérieur a 1. Montrer que :
Wan, K VpUzn + 2V, + V1Un

¢) Montrer que la suite {w,) converge vers une limite a déterminer.

d) Soit b 1a suite définie par : b, = (— %) " Montrer que la suite b x v est conver-
gente de limite nulle.
2. Dans cette question, A des1gne 1’ensemble des suites a = (@n )n>0 de réels positifs
vérifiant : Vn € N* Ot S (an + Gp—1)
b= (b,) est la suite de la questlon 1.d, et ¢ = (c,, ) la svite définie par :

Co = agp
cn—a,ﬂ—i—a“"‘z1 sin>1
a) Montrer que la suite (c,,) est convergente . On note £ sa limite.

b) Montrer que ¢ = b c.

c) Soit d la suite définie par : pour tout n € N, d,, = ¢, — £. Montrer que la suite
b * d tend vers 0.

3. Dans cette question, les suites u et v sont définies par : pour tout n € N,

= In(n + 1), U”:n—l|—1

Ecrire un programme en Pascal qui calcule et rend, pour tout 7, le réel wy,.

Solution
l.a)Ona:
m o0
1vk 1k 1yn+1 1 1ym
Z -_ g E -— = b b4 el 4 = U
R (3) 2y (5)" =(3)" xy—=m=(5) =un
b) Il vient :
2n 2n—1
Wap = . UkU2p—k = Volan + 2. UkV2n—k
k=0 k=0
2n—1
Wapn = Uplzn + Z UgU2n—k + E UrVan—k
k=0 k=n+1
2n—1
Wan < YoU2n + VUp Z up+v1 Y, Uk < VolUan + 20, + ViU,
k=0 k=n+1

¢) Les suites (u,) et (v,) tendent vers O lorsque n tend vers +oco. Ainsi

lim wq, = 0.
n—oo

On montre comme dans la question précédente que
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Won+1 € VoUzn41 + 2Ung1 + V1lUn,
ce qui montre que lim | Wont1 = 0. Par exhaustion (wy, ), converge de limite nuile.
n—

d) Ecrivons | (bxv),| < E |bx||Vn—k| = Z UgUn—_k = Wy, ce qui donne le résultat
k=0
demandé.

2. a) La suite (¢,) est positive. Comme a € A :

(s Gy
Cn+1=an+1+%u$w+%n=an+ n21:Cn

La suite (c,,) est décroissante minorée et converge donc vers une limite £.

b) On montre par récurrence que a,, = (b* ¢)y,.
e c’est vérifié pour n = 0.
¢ supposons cette relation vérifiée pour n. Alors

n ka1 n+1 k
Un41 = Cnt1 + 9-2& =Cnt1+ ), (—%) Tenr = Cnt1 + D (—%) Cnt+l—k
k=0 k=1
n+1 1\ K
Unt1 = D (—5) Cnt+l—k
k=0

ce qui prouve ’hérédité. On conclut par le principe de récurrence.

¢) La suite d tend vers 0. Il faut montrer qu’alors b * d tend vers 0.
Pour tout ¢ > 0, il existe N tel que n > N entraine |d,,| <
Ona:

L R 20 gs—fL

< (s ) 3o kg v 3 2l

0<kSN k=0 k=N+1
n
1 C
< E : < —+
= (ognkaé(N i) p=nin 2 TS N I

Cette derniere quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +-co.

3. Une proposition de fonction :
Function escp2013(n : integer) : real;
Var i,k : integer ;

W : real;
Begin
For £ := 0 to n do
begin
w o= 0;
for i := 0 to k do w := w+ln(i+1)/(k-i+1)
end ;

escp2013 := w
end ;
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Exercice 1.17.

On considére 'ensemble U = {(z,y) € R%;z > 0 ety > 0} etlafonction f définie

sur U par:

flz,y) =$2+my+y2+%+%.

1. Justifier que U est un ouvert de R?.
2. Déterminer le gradient de f en un point quelconque de U.

3. a) Montrer que les coordonnées x et ¥ d’un point critique sont solutions du systéme
d’équations

b) Vérifier que la fonction g définie sur R par g(t) =t — tlz est une bijection

de R’ sur R. En déduire qu’il n’y a qu’un seul point critique M dans ’ouvert U.
Déterminer ce point critique.

c¢) Quelle est 1a nature de ce point critique ?

4. Déterminer les valeurs propres de la hessienne de f en tout point de U.
Ecrire I’égalité de Taylor-Lagrange 2 I’ordre 1 en M. Que peut-on en déduire ?

5. On veut étudier les extremums de f sur U sous la contrainte C donnée par
r—y=-1

a) Montrer que les coordonnées des points critiques de f sous la contrainte C
vérifient un systeme d’équations que 1’on déterminera.

b) A I’aide de I’étude d’une fonction, prouver qu’il y a un seul point critique sous
la contrainte C (que 1’on ne cherchera pas a déterminer). Quelle est sa nature ?

Solution

1. Si (a,b) € U, il est clair que la boule ouverte B = B((a, b), %min(a, b)) est
contenue dans U. En effet, si (z,y) € Bona |z —a|? + |y — b]% < %min(a, b)?,
z—al < %min(a, b) < %a et par conséquent = 2> a — %a = % > 0(dela
méme maniére y > 0). L’ensemble U est donc bien ouvert.

d’ou

1 1
2.8 M =(z,y) e U,onaVfy=_2z2+y— =,2y+z— ).
z Y

3. a) D’aprés le cours, un point M = (z,y) € U est donc critique si et seulement si :
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1
2 - =0
z+Yy g3
2y+zx — —3}12 =0
En faisant la somme et la différence de ces deux équations, on obtient le systéme
souhaité.
b)Comme ¢'(t) = 1+ t%’ on voit que g est strictement croissante sur R% . De plus,

comme 111(1;1+ g(t) = —ooet \ li_'rp g(t) = +o0, lafonction g réalise une bijection de
t— —_ 100

RY sur R. La deuxiéme équation du systéme obtenu en a) peut s’écrire g(z) = g(y)
pour z et y dans R , on a donc nécessairement x = y.
: 1

I3
c) Avec les notations de Monge, onart — s> = 4x(1+3)(1 +3) — 1 =63 > 0,
) .. . 1 1
ar conséquent f admet un minimum local au point M = (==, ==).
P quent f P (3573

En reportant cette égalité dans la premiere équation, on obtient z = ¢y —

4.8i M = (x,y) € U, on voit que la hessienne de f au point M est donnée par

1
2(1 + EB-) i _ a 1)
1 2(1 + 515) 1 b

avec a, b > 1. On voit facilement que les valeurs propres sont

— b2 _ _B)2
A = a+b+ \/z§+(a b2 Oet My = a+b- f§+(a b)
a,b>1.
L’égalité de Taylor-Lagrange 4 ’ordre 1 en M nous dit que
f(M + H) = f(M) + (Vo H) + ganeron(H) = f(M) + Sarrsom (H) od
8 € [0,1].
Comme les valeurs propres de la hessienne sont strictement positives en tout point
de U,onagnri9u(H) > 0 pour tout H # 0. Par conséquent, f admet un minimum

global en M qui vaut 3%.

V2fu =

> 0 puisque

5.a)SiH = {(z,y);z —y = 0}, un point A = (z,y) € U est critique sous la
contrainte C si V f4 est orthogonal & . On obtient donc le systéme

| 1
3(:c+y) EE+§2—
y=zxz+1

On voit immédiatement que ceci est équivalent a I’équation h(z) = 0 ol
1 1
—6t+3— L — .

7 =z 2 2 * 3 —_ - —
Orh'(t) =6+ g+ a+or > 0sur R} et tEI(];l_’_ h(t) 00, t_l}Too h(t) = 4o0.
La fonction A est donc une bijection de R% sur R. Par conséquent, il existe un unique
point critique A = (o, zo + 1) ol 2o est I’'unique solution de 1’équation h(z) = 0.
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b) Comme V f4 est orthogonal a2 H et que la hessienne a des valeurs propres
strictement positives en tout point de U, on sait avec 1’égalité de Taylor-Lagrange a
’ordre 1 en A que le point A est un minimum global de f sous la contrainte C.



