3
PROBABILITES

Exercice 3.01.

Soit A > O un réel fixé. On considere une suite de variables aléatoires réelles
(Xn)nen+ définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P). On suppose que
les variables X, sont mutuellement indépendantes et suivent chacune une loi
exponentielle de paramétre A. Soient p € 0, 1[etg =1 — p.

1. Soitn € N*. Montrer que X; + X5 +- - - + X, est une variable aléatoire i densité
dont on donnera une densité.

2. Montrer que :
n—1 k
VEeR,P(X1+ X+ + X, < T)=1g+(z) (1 - ) K%L)

k=0
ol 1g+ est Ia fonction indicatrice de R, i.e. la fonction définie par :
1 sizeR*t
1Ig+ 1z — { )
K 0 sinon.

3. Soit N une variable aléatoire réelle suivant la loi géométrique de parametre p.
N N{w)
Onpose S = 3 Xy, ie pourtontw € Q S(w) = 3 X, (w).
n=1 n=1
a) Soit Fg 1a fonction de répartition de S. Montrer que

e X O2)F
Vo € R, Fs(e) = Ias(2)(1 - e 3% > )]
b) En déduire la loi de S (on admettra qu’il est possible de permuter I’ordre des
sommations dans la formule précédente).
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c) Exprimer I’espérance E(S) de S en fonction de E(X;) et de E(N).

Solution

1. Chaque variable X;; suit la loi exponentielle de paramétre ), autrement dit la loi
Gamma I'(), 1). Comme les variables X; sont indépendantes, on sait, d’aprés le
théoréme de stabilité des lois Gamma, que X; + X3 + ... + X, suit la loi T'(A, n).
Une densité f, de X; + X2 + ... + X, est alors donnée par :

n,_ n—1_—Ag n_n—1_—Az
fa(@) = 0siz < Oct fr(z) = AT _ A"z

= — € : 2 0.
T(n) -1 O °

2. On suppose d’abord que z < 0.Onaalors P(X; + Xo+...+X,, < 2 < 0) = 0.
Considérons ensuite un réel z > 0. (?cn a alors

P(Xy +X2+...+Xngz)=f fn(t)dt=/ A __(Az)rle= Ny,
0 o (n—1)1"

On applique la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre = — 1 & la fonction
exponentielle entre 0 et Az.

n—1 Az n—1
On trouve e** = Y7 M —|—] Q\SC_LG tdt.

k=0 (n—1)!
On effectue dans I’intégrale le changement de variable u = z - % On obtient :

n—lgA_xL_e /

()\u)'”'"le_’“‘dt.

(n—
n—1 k
Onendéduitque P(X; +Xp+...+ X, < z)=1—-e"2 ¥ E%L Ceci donne
k=0 :
la formule attendue,

3. a) Comme S est a valeurs dans R, pour tout z < 0, Fg(z) = P(S € z) =

Considérons a présent z > 0. En appliquant la formule des probabilités totales au
systeme complet d’événements (IV = n),en+, On trouve :

Fs(z)=P(S<z) = iP[N:n}(S L z)P(N =mn)

+o0
=Y P(Xi+Xo+...+ X, < z)pg™!

n=1

+oo n—1 Y k
= Sa-ee E Bl
T n— —Az toondd AZ k n—
=2 —e 3 z %pq .
n=

n=1 k=
“+co
En remarquant que >~ pg™~! = 1, on obtient la formule souhaitée.
n=1
b) On applique a la série double le théoréme de permutation :
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wnlAk_+mAk+w _+00)‘kk
I ST s 3

2
k= n=k+1 k=0

0
=2 (A !" -
== Z_: k? - e'x q,

+

=1

3

Ainsi, pour tout z € R, Fg(z)} = 1g+(z)(1 — e—)\we)\W) = 1p+ (2)(1 — e—A:rp)'
La variable .S suit donc la loi exponentielle de paramétre Ap.

¢) On en déduit que E(S) = ﬁ %x% = E(X,)E(N).

Exercice 3.02.

Toutes les variables aléatoires utilisées dans cet exercice sont définies sur un méme
espace probabilisé (2, A, P).

On admet que les formules de calcul de la covariance d’un couple de variables a

densités sont identiques & celles du calcul de la covariance d’un couple de variables
discretes.

Soient X1,. .., Xy, n variables aléatoires. On dit que le vecteur (X1,...,X,) est
gaussien si pour tout (a,, . . . , ay, ) réels, la variable aléatoire a; X1 + a9 Xo + - - - +
an X, suit une loi normale (on considérera que la variable nulle suit une loi normale).

1. a) Soit (X,,...,X,) un vecteur gaussien. Montrer que chaque variable X; suit
une loi normale.

b) Montrer que si X3 ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes suivant
des lois normales, alors (X7, ..., X,,) est un vecteur gaussien.
2. Dans cette question X suit la loi normale centrée réduite, et Y indépendante de
X, suit la loi discréte définie par P(Y = 1) = P(Y = -1) = L.

a) Déterminer la loi de XY

b) Le vecteur (X, XY') est-il gaussien ?

3. Dans cette question (X,Y,Z) est un vecteur gaussien de matrice de vari-
ance/covariance

1 -1 0

-1 6 2

0 2 1
X 1
et de vecteurespérance £ | Y | = (| O
VA 1

a) Déterminerlaloide U= X +Y etV = X + Z.

b) Ecrire la matrice de variance/covariance de (U, V).
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¢) Déterminer une matrice P € M5 (R) telle que les variables aléatoires U’ et V'

PP U’ U , (14
définies par v = P v soient non corrélées.

Solution
1. a) 11 suffit de prendre a; = O pour j #ieta; = 1.
b) C’est un théoréme du cours sur la stabilité des lois normales.

2. a) Calculons :
PXYLz)=P((XY < X)NY =1)+P(XY < X)N[Y = -1])

=1P(X <2)+ $P(X 2 —a) = P(X < 2) = ®(z)

Ainsi XY suit Ia loi normale centrée réduite.
b) En revanche le vecteur (X, XY') n’est pas gaussien.
Eneffet X + XY = (1 + V)X vérifie :

P(X +XY =0) = P(X(1+Y) =0) = P(Y = —1) = 5 ("événement X =0
est quasi-impossible), donc X + XY n’a pas une fonction de répartition continue !

3. Grice au vecteur espérance et A la matrice de variance-covariance, il vient :

) EX+Y)=1V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) = 5, donc
X+Y = N(1,5)
EX+2) =2,VX+2) = VX)+V(Z)+2Cov(X,Z) = 2, donc
X+Z—>N(272)

b) De plus :
Covi X +Y, X+ Z)=E(X?*+XY+XZ+YZ)-EX+Y)E(X +2) =2
Le couple (X + Y, X + Z) est gaussien car le triplet (X, Y, Z) I’est. La matrice de
5 2
2 2/
c¢) Cette matrice symétrique réelle admet 1 et 6 comme valeurs propres, une base

orthonormée de vecteurs propres étant formée des vecteurs \/LE ( _12 ) et % ( 2 )

1

variance/covariance de (X + Y, X + Z) est A = (

Jsl-2 1 0 6

La matrice de variance-covariance de P (

AvecP=L( 1 2),ilvientA=PD‘tPavecD: (1 0).

X+Y

X+ Z) est 1a matrice diagonale D.

Exercice 3.03.

Dans tout le probléme, N désigne un entier naturel non nul.
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Soit (Un)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, et suivant toutes la loi
uniforme sur {1, N]J. |
On note 7, et Z, les deux variables aléatoires définies, pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a 1, par :

T, = Sllp(Ul, Us,..., Un) et Z, = inf(Ul, Ug, ..., Un)

Onpose S, =T, + Z, — 1.
N-—1

k :
= silN =2
S (&) |
0 siN =1
1. Soit Y une variable aléatoire 4 valeurs dans [1, NT. Etablir la relation suivante :

On pose enfin, pour tout entier naturel n non nul, a,, (N) = {

E(Y) = Z P(Y > k)

Dans la suite de I’exercice, on cherche a estimer le paramétre N.

2. a) Calculer, pour tout entier naturel k appartenant a [1, N|, P([T;, < k]).
b) En déduire 1a loi de 7,.
c) Caleuler E(T,) en fonction de N et de a,, (V).

3. a) Calculer, pour tout entier naturel k appartenant a [0, N — 1], P({Z,, > k]).
b) En déduire E(Z,,) en fonction de a,, (N).

4. a) T}, + a (N) est-il un estimateur sans biais de N ?
b) Montrer que 77, est un estimateur asymptotiquement sans biais de N.
c) Montrer que S,, est un estimateur sans biais de N.

Solution
1.OnaB(Y) = 3% kP(Y = K)) = 5% K[P(Y > k1)) P(¥ > &)
k=1 k=1
= S kP(Y > k—1]) — 3% kP(IV > &).
k=1 k=1

En effectuant un glissement d’indice dans la premidre somme :

E(Y)= 1:;01(]6 +1)P([Y > k]) - ké::l EP([Y > k])

En rajoutant dans la seconde somme le terme corresponda.nt ak=0quiestnul:
N—1

EY)= > (k+DP([Y > k]) - Z kP([Y > k])
En rassemblant dans unekseu%\er: somme les termes communs
E(Y) = kgo P([Y > k]) - NP([Y > N])
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Comme P([Y > NJ) = 0, il reste finalement : E(Y) = NZ_I P([Y > k]).

2.a)Ona: [T, <kl =[X1 < kN -N[X, < k]. Comme les variables sont
indépendantes, on obtient : V& € [1, N]|, P([T, <k]) = (;{})

b) On a, pour tout k de {1, N], P([T, = k]) = P([Tn. < k]) — P([T,, <€ 1.
Comme la formule de la question précédente est encore valable pour k = 0, on
obtient finalement :

Vke[L,N], P(T,= k]) = (£)" - (54"
c) Onadonc : E(T},) = [(%)" — (%)n]
En séparant en deux sommes :
BT = 3 (&)~ 3 (e
n k=1 N k=1 N
En effectuant un décalage d’indice dans la seconde somme :
N N-1
_ i n_ ﬁ n

E(T,) = kzzjlk(N) kgo (& +1) ()
On peut rajouter dans la premigre somme le terme correspondant 2 k = 0 qui est
nul :

N k \n N-1 k\n
E(Tn) = kzzio’f(w) - kzzlo(kJr (#)
(

En rassemblant les termes communs : E(7,) = N — Z_: %)n Finalement :
E(T,) =N — a,(N)

3.a)Ona P([Z, > k]) = P([X, > k| N...0 [X, > k)).

Comme les variables X; sont indépendantes, ona : P([Z, > k]) = (_—N I k)n
N2l N kn
b) En utilisant la question préliminaire : E(Z,) = Y. (“7-%)
k=0

En effectuant le changement d’indice j = N — k:
N .
E(Zy) = 3. (%)
Finalement : E(Z,) = 1 + a,(N).

4. a) On a, par linéarité de I’opérateur espérance, E (T}, + a,(N)) = N mais comme
T + an(N) dépend de N, ce n’est pas un estimateur de N.

N-1
b)Onaa,(N)= > (—}{:r—)n.Commeo < % < letcomme lalimite de la somme

est égale 4 la somme des limites,ona lim d,(N) = 0,d’ou: 1i1_1+1 ET,)=N
n—-10o

n—-+oo
Conclusion : 7, est un estimateur asymptotiquemnt sans biais de V.
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¢) On a, par linéarité, E(S,,) = E(T,) + E(Z,) — 1.
En utilisant les résultats précédents, on a donc :
E(S,)=N

Exercice 3.04.

On considére un arrét d’une ligne de bus. Le passage des bus 2 cet arrét est prévu a
chaque heure juste : 12h00, 13h00, 14h00 etc. Mais la circulation est telle que que
les bus peuvent avoir du retard.

Dans cet exercice, on mesure le temps 2 partir de midi, considéré comme I’instant 0,
et ’unité de temps est ’heure.

Le retard du 4°™ bus est une variable aléatoire Zj. On suppose les variables Z.
indépendantes de méme loi, a valeurs dans [0, 1]. La loi commune des Zj, a pour
densité f, pour fonction de répartition F, pour espérance 1 et pour variance o=

1. Un voyageur arrive 3 'instant z € [0, 1[. On note T, la variable aléatoire du temps
d’attente de ce voyageur pour 1’arrivée d’un bus.

a) Montrer que
F(t+z)— F(x) si0<t<1—z
P(Tmgt)={1—F(:z)—|—F(a:)F(t-i—x—1) sil—-z<t<2~2
1 si2—zxz <t

b) Préciser une densité de T3,
2. Montrer que :
l—2x
E(Tm)=f tfit+z)dt+ (p+1—1z)F(z)
0

=1—m—/ F(u)du + (4 + 1 — 7) F(z)

1 1 D) 2
3. a) Montrerquef F(z)dz=1- ,u,et] zF(z)dz = l——_—z_u.
0 0 -

b) On suppose que le voyageur arrive an hasard entre midi et 13h00, ¢’est-3-dire
que son instant d’arrivée est une variable aléatoire X qui suit la loi uniforme sur le
segment [0, 1].

1
On admet que son temps d’attente W vérifie E(W) = / E(T,) dz.
0

Calculer E(W). Quand cette espérance est-elle minimale ?

Solution
1.a)OnaT,(Q2) = R,.
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e Si0<t<l—z,iec<z+t<l,onalz,z+t[ C[0,1]eton estsiir davoir
le bus de midi ; la probabilité d’attendre au maximum ¢ est celle que le bus de midi
arrive dans I’intervalle de temps [z, z + ¢], soit
P(T,<t)=F(z+1t)— F(x)

esil-zg<t<2—z,iel<z+1t<2,onadeux cas disjoints :

— soit le bus de midi n’est pas encore passé, ce quia pour probabilité 1 — F'(x) ;

— soit il est déja passé (avec la probabilité F(x)), et la probabilité d’attendre
au plus ¢ est alors la probabilité que le bus de 13h00 arrive entre O et z + ¢ — 1, soit
F(z 4+t —1);alors

PIT,<t)=1—-F(z)+ F(z) F(z+t—1)

e 5i2—z < t, c’est-a-dire x + ¢ > 2, on est sir d’avoir au pire le bus de 13h00,
donc

PT,<t)=1
b) Par dérivation, T, a pour densité (sur R )
flz+1t) si0<i<l -z
(t) = {F(m)f(:z:-l—t—l) sil-z<<t<2—2z
si2—z <t

2. Les changements de variable v = z 4+ ¢, v = x + ¢ — 1 et une intégration par
parties donnent :

E(T,) - f @+t + l i;th(:c) fla+t—1)de
/(u- ) f(u)du + F(z )/Ol(u—cc+1)f(u)du
=f$ w f (u)du— m/ f(u) du-l—F(:c)/ w f(w)du+(1—z) F(z f f(u)du
= [uF()]* f Fu)du — z [F(1) - F@)] + F(z) B(X) + (1 - ) F(z)
:l—xF(:v)—[:F(u)du—z[l—F(m)] +(p+1—z)F(z)
:1—:1:—f:F(u)du+(,u,+1-—m)F(m)

3. a) On a par intégration par parties

1 1 1
,u,=E(Z)=f0 z f(z)dz = [zF(z)];—fo F(z)a!z:-—l—f0 F(2)dz,
1
d’oﬂ/D F(z)dz=1-p
1 1
2 = z—p)? f(2)dz = [(2 2F(2)] - z - z)dz
o= [ = ez = [~ WP P@]y -2 [ (- ) Fla)d
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1 1 1
0% = (1—p)? -2/ zF(z)dz—|—2p,/ F(z)dz=1—u2—-2f 2 F(2)dz
0 0 0
2

1 2
soit:] zF(2)dz = 1—_1“2;0
0

b) D’apres la question 2, on a :

E(W) = /0 1 [1 z— f : Fu)du+ (p+1— ) F(;L-)] dz

r
On calcule séparément :
2

1 —n)dr=1-[%] =1
[a-oz=1-(5] =1

fol (leF(U)du) do = [o [:F (“)d“]; ol Fa)ds

1 1— 42— g2
"—-fa:F(z)dwz—%—
0

1 1 1

] [(p+1—2z) F(z)ldz = (u + 1)] F(z)dz — / z F(z)dx
0 0 0
1— 2_ 2 1 — 2 2
=4 (-p) - G < St
2 2 2 2

d’ou finalement E(W) = % — 1_”’2_0 + 1—”2+U =%+0'2
On constate que I’espérance du temps d’attente du voyageur est minimum lorsque 1a
loi des retards des bus est d’écart-type nul, ¢’est-3-dire lorsque le retard est constant.

Exercice 3.05.

Dans cet exercice X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(2, A, P) suivant la loi ['(1, n) (c’est-a-dire la loi y(n)), avec n € N*,

1. Rappeler I’expression d’une densité de X, ainsi que la valeur de son espérance
E(X) et de sa variance V (X).
2. Pour tout réel A > 0, on pose ¢(A) = In (E(e X ~E(XD))_ Calculer ().

2
3. Montrer que pour tout A > 0, on a 1(\) < n’\?.

4. a) Montrer que pour tout z > Q et tout A > 0,on a
P(E(X) - X > z) < e~ ?=t¥()
b) En déduire que pour tout z > 0 P(E(X) — X > z) < e=2"/(2n),

5. Comparer I’inégalité que 1’on vient d’obtenir avec celle obtenue par I’'inégalité de
Bienaymé-Tchebicheff.
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Solution
mn—le——m .
1. Une densité de X est donnée par f(z) = { (n—1)! siz 20
0 sinon
On sait que E(X) =net V(X) = n.
2. On utilise le théoréme de transfert ;
+o0 n—1
“AMX—E(X))y — ~AMz—n)_Z —z
Ele ) /; e = 1)!6 dz
An oo iL'n_l —(A+1)a:d
=e /0 - 1)Ie x
e)m. +oo un—l —ug (A 1
—()\-l-l)”[o (n—l)!e u(avecu = (A + 1)z)
_ e)\'n
(A4+1)"

Ainsi :
P(A) = dn —nln(A +1)

2
3. Une étude de la fonction f : A — 227 _ \p 4+ nin() + 1) montre que f est
9 q

croissante sur R™ et que f(0) = 0.
4. a)Les événements [B(X)— X > z]et [eME(X)—X) > ¢*#]sont égaux. L inégalité
de Markov donne alors :
P([E(X) — X > a]) = PAECO-X) 3 re]) < L B(MEX)-X))
e
= e'\b()\)e_‘\m

2
b) Ainsi : (A) — Az < B~ Xz

Ceci étant vérifié pour tout A > 0, il vient :

- n)\? __z
PUB(X) — X > 2)) < juf (%~ - M) = =3

5. L'inégalité de Bienaymé Tchebicheff permet d’écrire

P(E(X) —X >2)) < POE(X) - X| > 2)) < L =

Or, on peut montrer que pour tout > 0, e~ /(2n) g % (faire par exemple une
T

étude de fonction). Ainsi I’inégalité obtenue (grandes déviations) est-elle meilleure

que celle obtenue par Bienaymé Tchebicheff.

Exercice 3.06.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).
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1. Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer que la variable aléatoire
2~Z admet une espérance. On la note r(Z).

On suppose dans la suite de 1’exercice que pour tout n € N, P(Z = n) = (%)”‘”.

2. a) Montrer que I’on définit ainsi une loi de probabilité et calculer 7(Z).
L 1
b) Montrer que pour tout (n,q) € N2, (k * q) — (n tat )
c) Soit (X; }ien+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que
¢
Z et pour tout entier ¢ 2> 1, onpose 53 = 3 X;.

i=1
Montrer que la loi de S, est définie par :

oy (P a—1\ 1\nta
VneN,P(S5, =n) = ( . )3)
d) Calculer 7(S;). En déduire que

= (M+Ha—1\ 1\n _ (4\a
L0 0)@ =6
3. On suppose dans cette question que Z représente le nombre de lionceaux devant
naftre en 2014 d’un couple de lions. Chaque lionceau a la probabilité 1/2 d’&tre male
ou femelle, indépendamment des autres. On note F' la variable aléatoire représentant
le nombre de femelles devant naitre en 2014.

Déterminer la loi de F.

Solution
1. Comme 0  P(Z = n)(-%—)ﬂ < P(Z = n) etque Y P(Z = n) converge. Le
théoreme de transfert permet d’affirmer que E(2~7) existe (et est majorée par 1).

2.2)Icir(Z) = 2_30 ()" = : Z—:o (1) = %

donne le résultat 3 I’aide d’un raisonnement par récurrence banal.

c) Pour ¢ = 1,ona S; = Z : larelation est donc vérifiée pour g = 1.
n+q— 1) (l)n-f—q

g-—1 2 '
Comme Sg41 = Sy + X441, par indépendance :

n nigtl & (k+g—1
P(Sen=n) = 3 P(S; = HP(Xeur =n—k) = (3)" 32 (" T971)
k=0 k=0

Supposons que Vn € N, P(S, =n) = (
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Soit: P(S441 =n) = (%)n+q+1 (n ;_ q) . On conclut par le principe de récurrence.

d) Par indépendance des (X,,), on a indépendance des (27%=) et
_ Cdent S (PTET I Lynte 1y _ 2va
7(S,) = r(X1)?, ce qui s’écrit nZ=:0 ( 7—1 )(-2-) (ﬁ) = (E) , SOt :
X rn+ q— 1 l n__ i q
()@ ="
3. La famille ([Z = n]),>¢ forme un systéme complet d’événements.
La loi conditionnelle de F' conditionnée par [Z = n] est la loi binomiale B(n, 1/2).
Donc, pour tout k € N :
oo oo n n
P(F=F)= % Puw(F=bPEZ=n)= 3 (})(})

~HG*E (TG ="

Exércice 3.07.

Dans cet exercice m désigne un réel strictement positif et X une variable aléatoire
suivant la loi exponentielle de parameétre 1/m.
(X&)k>1 désigne une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X,

kL]
On pose, pour tout entiern > 1, S, = % > X,
i=1

1. Déterminer la loi de n.S,,.
Soit f une fonction continue et bornée par une constante K sur R+,

2. Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe o > 0 tel que si |z — m| < « alors
|F(z) — f(m)} <e/2.

3. Soit Z une variable aléatoire 4 densité & valeurs dans R* admettant une espérance

m et une variance o2,

a) Montrer que f(Z) admet une espérance.

b Justifier Iinégalité |B(/(2)) - (m)| < § + 2KZ—Z

c) En déduire que la suite (E(f(Sy)))n converge vers f(m).
4. Montrer que

“+eco
im | —L— nzyn-1 _nzyndz| _
nﬂlfoo[(n—l)! 0 (m)(m) exp m) m = f(m)
Solution
1. Les variables aléatoires indépendantes X7, ..., X, suivant la méme loi £(1/m),

la variable aléatoire > X suit la loi I'(1/m, n) de densité :
i=1
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9(z) = ————(&)" e */™, pourz >0

m(n—1)I'm
2. 1l s’agit d’écrire la continuité de f en m, soit :
Ve>0,3a >0,z —m|<a=|f(z) - f(m)| < &/2
3. a) La fonction f étant continue et majorée par K, on a | f(t)fz(t)| < Kf4(2),
ce qui assure 1’existence de [R . | f(t)fz(t)|dt et donc I'existence de E(f(Z)) par le

théoréme du transfert.
b) On écrit

|E(£(2)) - f(m)]

+oo

f@) = f(m)ifz(t)dt

[J

m—o m—to +oc
<[s] _._+/ L aL4L
0

m—o m-o

m+ce
e par la question 2,0 < I < 2f fz(t)dt <

e la fonction | f| étant majorée par K ,

0K L +1;5 < 2K(/Dm_afz(t)dt+/

m-to

+oofz(t)d.t) =2KP(|Z — m| > a)
< 2K g—z, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff.
¢) On applique I’inégalité précédente &4 Z = S,,, avec E(S,) =meto? = %",
soit ;
B((2)) = £(m)| < § + 2K 12
Il reste a faire tendre n vers +oo pour obtenir le résultat demandé.
4. Appliquons le résultat précedent alaloi de S,.
D’abord : P(S, < z) = P( E X; < nx) => fs, (z) = ng(nz)

nr\"*"=1_ _nz/m
mm—Dim)

Par Ie théoréme de transfert (l’mtegralc converge puisque la fonction f est bornée)

+0o0
E(f(Sn ))—( 1 / f(x)(%)“‘lexp(_%)n_d@,

m

soit, pourx 2 0 fs, () =

On termine par la question précédente.

Exercice 3.08.

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non nul. On note £ 1’ensemble des
variables aléatoires X, & valeurs dans [1, n] et telles que pour tout entier k € [1, n],
P(X = k) # 0 et définies sur un espace probabilisé (2, A, P).
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Pour toute variable aléatoire X de £, on note :
H(X)= -3 P(X = k)x In(P(X = k).
On note U une variable aléatoire de loi uniforme sur [1, 7],
1. Déterminer H(U).
2. Montrer que pour tout X € £, H(X) < H(U).

Soient f : [1,n] — R une fonction injective et a € R. On considére I’ensemble &,
des variables aléatoires de £ telles que E(f(X)) = a. On suppose que &, est non
vide.

T
3. Montrer que la fonction ¢ : R — R,z = Y (f(k) — a)elf(F)=a)% egt upe
k=1
bijection strictement croissante de R sur R.

4.Pourtout X € £, etk € [1,n], onnote py, = P(X = k). On peut ainsi considérer
H comme une fonction de (py, . .., p,). Déterminer la hessienne de H.

5. En déduire que H admet un minimum sur £, atteint en un point unique.

Solution

1. On rappelle que pour tout & € [1,n}, P(U = k) = %

insi oyl 1
Aivsi, H(U) = kglnlnn—lnn.

2. Soit X € £. Alors, en notant p, = P(X = k), la fonction logarithme néperien
étant concave,

HU)-H(X)=Inn+ Y prlopy = > piln{npg) = — Epklnl-
k=1 k=1 k=1 NPk
> Pk >
/1n(glnpk) >l

3. La fonction ¢ est continue et dérivable sur R et pour tout réel z,
@(@) = 3 (f(k) - )%/ ®1=02.
k=1

Ainsi, la fonction ¢ est une fonction continue et strictement croissante, donc elle
réalise une bijection de R sur o(R).
Comme £, est non vide, il existe X € &, telle que E(f(X)) = a, ie. telle que

él pr(F(E) — @) = 0.

Ainsi, comme les p; sont strictement positifs, les (f(k) — a) ne peuvent pas tous
étre de méme signe ni tous nuls car f est injective. En factorisant donc par ceux qui
sont maximaux ou par ceux qui sont minimaux, on obtient :
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lim () = +o0, lil_noogo(a:)z—oo.

r—=+00

Finalement, ¢ réalise une bijection strictement croissante de R sur R.
4. On remarque que pour toutk € [1,n], %I)—I (X) = — Inp, — 1. Ainsi, la hessienne
k

de H est diagonale et ses coefficients diagonaux sont les nombres — plk
5. En utilisant les notations précédentes, on cherche les extremums de la fonction
T
H:(p1,...,pa) = — 3 pelnpy
k=1

n w
sous les conditions E pr = let Z S (k)pr = a. Ainsi, le gradient de H doit ap-

partenir a I’espace Vectoncl engendré parlesvecteurs (1,...,1) et (f(1),..., f(n)).
Dong il existe )\ , 4 € R tels que pour tout k& € [1, n}, lnpjrc +1=X+ ,uf(k) ou
encore py, = e*1etf (k)

De plus, on doit avoir : E pr = let i (f(k) — a)px = 0.
k=1 k=1
Or
E( (k) —a)p = &1 3" (F(k) — a)erF k) = r-l+an 3 (f(k) — a)ertf(K)—a)
k=1 k=1

= e I+eb g (), done p(u) = 0.

Alors, Y pr =e*"1 Y ef(R) = 1,
k=1 k=1

Comme la fonction ¢ est bijective, il existe un unique g tel que w(pg) = 0.
T
On pose alors Ag = 1 —In ( ) e#of(®),
k=1
Ainsi, la fonction H posséde un extremum atteint une fois sur £,. De plus, H est
convexe, donc cet extremum est un minimum.

Exercice 3.09.
1. a) Montrer que la restriction de 1a fonction tan  Iintervalle ]—-’2£ %[réalisc une

bijection de ]— [ dans R. On note arctan sa bijection réciproque
b) Déterminer les limites de arctan en +o00 et en —oo.
c) Montrer que arctan est impaire.
d) Montrer que arctan est dérivable sur R et calculer (arctan)’(z).

¢) Montrer que pour z > 0, arctanz + a.rctan% = % et que pour z < 0,
1__=
arctan x 4+ arctan 2= "9

f) Montrer que arctan admet un développement limité 4 1’ ordre 3 en 0 et expliciter
ce développement.
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Soitk € Ret f: 2+ 1f$2.

2. a) Déterminer k de telle sorte que f soit une densité de probabilité.

b) Soit X une variable aléatoire de densité f. X admet-elle un moment d’ordre
17
3. Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme
loi que X. Pour tout n > 1, on pose Y,, = sup(Xl, ey X))

a) Pour tout n 2> 1, déterminer la fOI‘lCthIl de répartition de Y;,.

b) Montrer que (Y;,) converge en loi vers une variable aléatoire ¥ de fonction de
répartition notée F' que 1’on déterminera.

c) On pose Z = % Déterminer la loi de Z.

Solution

1. a) L’étude de la fonction tan montre qu’elle est strictement croissante de
|-7/2,7 /2] sur R car (tan)'(z) = 1 + tan?(z).

C’est donc une bijection continue de |—7/2, 7 /2[ sur R de réciproque continue.

b) Comme (tan)’(z) # 0, la fonction arctan est de classe C* sur R et
1 1

1 + tan®(arctan :r) 1422

c) Les limites sont —7 /2 et /2.

d) En dérivant, il vient % (a,rctan Z + arctan %) =0.

Ainsi £ — arctanz + arctan % est constante sur chaque intervalle de continuité,

c’est-a-dire sur RT* et R—*.
Il reste a prendre la valeur, par exemple, en x = 7/4 etz = —7/4.

d 1
e) Comme EE(a.rctan z) = T 1—z?+ o(z?)

(arctan)'(z) =

3
on intdgre ce développement limité pour obtenir arctan z = = — %— + o(z?)

: k _ 1
2. a) On doit demander £ > O et /Ri—:;zdw = ]soitk = s
b) X n’a pas d’espérance puisque 1’intégrale f 1J_§|—2da: diverge.
R X
3. a) Pour tout x réel

PY,<z)=P(sup X;<nr)= (ﬂ (X, < m:]) ﬁ P([X; < nzx])

1<i<n i=1
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Pa;g@=(%+%mamm@f

: . . P | -1 i

b) e siz < 0, par la question 1 : P(Y,, < z) = F(arctan E)” < o7 0
oﬁx=QPQ;gm:%h;&0
® siz > 0, avec un développement limité (en fait un équivalent) :
In[P(Y,<z)]=nln(1 - %arctan %) = —;rl} + 0(1) = —%

oL [0 siz <0
Ainsi : F(z) = {9‘1/” siz >0

¢} On sait que Y (Q) = R* et, pourz > 0 :
Fr@)=P(Y > L)=1-Py<l)-1-_cm
Ainsi Z suit la loi exponentielle de paramétre %
Exercice 3.10.
Soient . et p deux entiers supérieurs ou égaux 2 2. L’entier p restera fixé dans tout
I'exercice. On considére np variables aléatoires indépendantes X1, ... s Xnp. Pour

tout k appartenant 2 [1, p], on suppose que la variable aléatoire X, suit une loi de
Poisson de paramétre \; et pour tout k € [p+ 1, np| que Xy suit une loi de Poisson
de parametre 2. On pose

np P p
Sn=2X;, A=Y X;, B,= > X
i=1 =1 i=p+1
1. Déterminer les lois des variables aléatoires A et B,,.
2. Quelle est laloi de S,, ?

3. Soit £ € N.
a) On considere une variable aléatoire ¥; dont la loi est donnée par :
P(Yy =m) = Pg,_¢(A = m) pour tout m € N,
Déterminer explicitement cette loi.

b) De méme, pour £ € N, on considére une variable aléatoire Z, dont la loj est
donnée par P(Z; = m) = P, _¢)(Bp, = m) pour tout m € N.
Expliciter cette loi.

4. On définit les deux variables U, et V,, par :

A (n - 1))\2
U, - LS. etV = S
M+ (n—1ag"® A+ (m~1)Ag "

Montrer que les suites de variables aléatoires ( %ﬁ)n et (—Zﬂ)n convergent en
probabilité vers deux variables aléatoires que 1'on déterminera.
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Solution

1. Comme Xj,..., X, sont indépendantes et suivent la méme loi de Poisson de
parametre \;, A suit une loi de Poisson de parametre pA;.

De la méme maniére on montre que B,, suit une loi de Poisson de paramétre
(n — l)p)\z.

2. Les variables A et B, sont construites A partir de deux blocs disjoints d’une famille
de variables indépendantes, le cours nous dit que A et B,, sont indépendantes.
Prenant en compte les résultats de la question 1, on en déduit que S,, = A+ B,, suit
une loi de Poisson de paramétre pA; + (n — 1)pA,.

.a)8im > f,ona P(Y; =m) =P(A=ml|S, =£) =0.5i0 < m < £, il vient ;
A=m)N(S, =)

P(Y; = m) = P(A = m|S, = &) = £

p(Sn = £)
_ P(A=m)N(Bn =£~m))
p(Sn =1
_P(A=m)P(B, ={-m)
B P(Sn =1

L8 (p)"(n—Lpg)T
ml(€—m)T (pA; + (n — 1)pAs)?

m A1 m )\ —-m
:(f)(/\l-}—(n—l))\z) (1—)\1+(n1—1))\2)£ )

La variable ¥ suit donc une loi binomiale de paramétres (¢, g (21_ % ):
b) De fagon analogue on trouve que Z suit une loi binomiale de paramétres
(n - 1)A2

(E, )\1 + (n — 1)/\2).

4. Avec les formules de la question précédente, on trouve aisément
Un) _ 1 A1 _ _p

B(fa) =i BTy, (P + (= 1)prg) = 2y
|

E(%) =(1- 1,

n
Upy_ 1 Al 2 _ pAZ 1
v (—nﬂ) - nz()\l + (n - 1))2) V(Sn) B ?11\1 + (n - 1)A2

Vo) — (1 _ 12,42 1
V(—nl?'-) -(1 'n,) p)\z)\l-i-(n—l))\g‘

Soit € > 0, pour n assez grand on voit avec I’inégalité triangulaire que

(1%~ pra| > e} € (1% — (1 = 1/m)prs| > €/2}.
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En utilisant I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on en déduit que la suite (Yﬂ)

converge en probabilité vers la variable certaine p\; et la suite de variables (-—“”L)
converge en probabilité vers (.

Exercice 3.11.

Soit X et Y deux variables aléatoires & densité indépendantes définies sur un espace
probabilisé (2, A, P) de densités respectives f et g nulles hors du segment [0, 1].

1. a) On pose U = In X, déterminer une densité de U.
b) On pose V' = In(1 — Y'), déterminer une densité de V.
¢) Montrer qu’une densité de la variable aléatoire Z = X (1 — Y') est donnée par

x|—>/ Lig(1- tﬂ

pour z € |0, 1] et z ~ 0 sinon.

Ce résultat pourra étre utilisé dans la suite de cet exercice, méme 5’il n’a pas été
démontré.

Soit (Xp)nen- une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi &
valeurs dans [0,1]. On lui associe la suite (Sp)nen+ de segments définie par

n+1 n
S =[1I Xi, I1 X;| de longueur L.

i=1 i=1
2. Montrer que pour tout n > 2,ona L, = X;Y,,_;, ot Y,,_; est une variable
aléatoire indépendante de (X;) de méme loi que L,, 1.

3. On suppose que la loi commune des variables aléatoires X, est la loi uniforme
sur [0, 1]. Déterminer, par récurrence, la loi de L,,.

4. Déterminer I’espérance et la variance de L,,.

Solution

1. a) b) ¢) Pour déterminer la loi de X (1 — Y') passons au logarithme. Comme
X()=Y(Q)=]0,1,onaln X(Q) =In(1 - Y)(Q) =R~*.
Soit z < 0. On a, par croissance de la fonction exponentielle :

P(ln(X) < x) = P(X < ) = Fx(e®) = finx(z) = e®f(e?)
De méme : P(In(1 - Y) < z) = P(Y >1—¢%) =1 — Fy(1 —e%), donne :

Jin-v)(z)} = e”g(1 — &%)

Par indépendance, comme In Z = In(X) + In(1 — Y), en demandant v < 0 et
z—u<0:

0
finz(z) = /Rflnx(iv — u) flng-v)(u)du = /_ Sinx(z —u)e¥g(l — e*)du
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0
finz(z) = / e” v f(e®* )e*g(1 — e*)du

0 o,
= e“’/ F(e®%)g(l — e*)du = e“"/ f(%)g(l v)%—” (avec v = e%)
Or,pourz € 0,1, P(X(1-Y)<z)=P(lnZ < Inz)et

Ixa-v)(z) = —1-f1nz(ln:r:) soit :

Fxa-v)(z T-xw/ F(T )g(l—v ff( v)dvﬂ

2. De maniere évidente L, = X;( H X, — H X;) = X1Y,_1, avec Yy_;
=2 =2
indépendante de X; et de méme loi quia L1,

3. x Déterminons la loi de L, = X;(1 — X5).

1
Par la premiére question, pour tout z € |0, 1[, fz,(z) = ] % = —Inz.
* Déterminons laloide Ly = X L; = X41(1 — (1 — Ly)).
Ona:P(1-Lyj<z)=P(Ly21—z)=1-Fg,(1 —z), donc:
fi—r, (@) = fr,(1 —2) = ~In(1 — z), pour 0 < = < 1 et ainsi :

1 _ 2
fuale) = = [ 1etafuyde - ez _ (Cln)

On montre alors par une récurrence facile que la loi de L., est donnée pour z € |0, 1]

par fr, (z) = (=nz)"

nl

4. Calculons les deux premiers moments de L,,. Avec le changement de variable
u = —Inz, il vient :

E(Ln) — / :L'an (-’L’)d.’r = / T - ].I:z('m dgg == / .‘u’_e_zudu — 1
0 0 .

! gn+1
0 n. 2
(poser u = % pour retrouver une intégrale du programme)

1 n +oo
L?) -—/ a:2-(_ﬂ'£ll—dx :/ U g=Sugy = L (idem)
0 n:

o n! 3‘n.+1

et

V(L‘n) = 311,]:1—1 = 4n]:+-1

Exercice 3.12.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur I’espace probabilisé
(@2, A4, P).
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Soit (X;);c [1,n] Une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme
sur [0, 1]. Pour tout entier naturel n non nul, on note M,, = sup{X;, 7 € [1,n]}.

1. Soit n € N*. Déterminer la fonction de répartition F,, de la variable aléatoire
n(M, — 1).

2. Montrer que pour tout = € R, (F,,(z)),, converge vers une valeur g(x).

3. Montrer que ¢', définie sur R*, est une densité de probabilité. On notera ' une
variable aléatoire de densité g'.

4. Déterminer E(G).

Soient A un réel strictement positif et (Xi)1<i<n une suite de variables aléatoires
indépendantes de méme loi exponentielle de parametre ). Pour tout entier naturel
non nul n, on pose my,, = inf{X;,1 <i < n}et M, = sup{X;, 1 <i < n}.

5. Soit n € N*. Montrer que m,, suit une loi exponentielle de paramétre n)\. En
déduire la loi de la variable aléatoire nm,,.

6. Soit n € N*. Déterminer la fonction de répartition F,, de la variable aléatoire
Zn =AM, —Inn.

7. Montrer que pour tout ¢ € R, il existe g(t) € R tel que lixf F,(t) = g(¢t).
== 400

8. Montrer que g est une fonction de répartition.

Solution
L. Soitn € N*, n(M,, — 1) prend ses valeurs entre —n et ) et pour z dans ce domaine -
P(n(M, —1)<z)=P(Vic[1,n], X; < Z+1)=[P(X: < L+
- z\™
=(1+E)"
Siz € Ry, P(n(Mn — 1) < z) = letsiz < —n, P(n(M, —1) € z) =0,
2. Pourtoutz € R_, lil:_'l_l F,(r) = e"etpourtout x € R, Iizf Fo(z) = 1.
n—1T00 N—r1+00

On pose ainsi g(x) = min{e®, 1}.

3. La fonction g est croissante sur R, de limite nulle en —oo et de limite 1 en +oc.
De plus g est dérivable sur R*, avec pour 2 € R* , ¢’ (z) = e® et ¢’ est nulle sur RY :
g' est bien une densité de probabilité (on prend ce que I’on veut en 0).

4. En utilisant la formule de transfert, et en passant tout de suite A la limite :

E(G) =/ re®dr = [mem]i_w —/ e®dr = -1
R

3.8tz € R,.
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P(mn >z)=P(Vie[l,n], X; >z) = P(X; > z)"

— e——n)\m

Ainsi, P(m,, < ) = 1 — ¢ ™% et m,, suit une loi exponentielle de paramétre n)\.
En reprenant le calcul précédent, ou en utilisant les propriétés de la loi exponentielle,
nmy, suit une loi exponentielle de paramétre A.

6. Soit z € R.
Fy(z) = P(M, < £HB1) = P(vi € [1,n], X; < ZEan)
_yzt+lnn, ,
= [P(Xy < EHRL) — (155 10y
—z .,

= (1= 2=) "> _1nn)-

7. Ainsi, pour tout z € R, hT F(z)=e"°"
n——+4+o0

8. La fonction g est continue, strictement croissante, de limite nulle en —oo et de
limite 1 en +oo. Tout est dit.

Exercice 3.13.

1
1. On définit sur R la fonction g par g(z) = / |z — t| dt.
~1

Donner, suivant les valeurs de z, I’expression explicite de g(x) en fonction de z et
vérifier que g est continue sur R.

Dans la suite de I’exercice, X est une variable & densité définie sur un espace
probabilisé (2, A, P). On définit sur (2 I’application Y par :

Vwe R,Y(w) = fl | X (w) —t|dt

On admet que Y est une variable aléatoire définie sur (2, A, P).
2. On suppose dans cette question que X suit la loi uniforme sur [—1, 1].
a) Exprimer Y en fonction de X.
b) Donner la fonction de répartition de Y.
¢) Vérifier que Y est une variable a densité et donner une densité de Y.
d) Calculer ’espérance de Y.
3. On considere dans cette question une suite de variables aléatoires (X, nin>1,

définies sur (£2,.4, P), ot, pour tout entier naturel n > 1, X, suit la loi normale
d’espérance nulle et d’écart-type 1/n.

On définit, pour tout entier naturel n non nul, I’application Y, par :

1
Vwe Y, (w) = / |Xn(w) - t| dt
~1
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On admet que, pour tout entier naturel non nul, Y., est une variable aléatoire définie
sur (2, A, P).

On note Fy,, la fonction de répartition de Y, et ® celle de la loi normale centrée
réduite.

a) Exprimer, pour tout réel y, Fy, (y) en fonction de ®(y) et de n.
b) Montrer que la suite (Y;,),,>1 converge en loi.

Solution
1. Il faut distinguer trois cas :
*si x < 1, alors, pourtouttde[ 1,1},onaz <¢,d’olt|z—t| =t — z. Ona donc

dans ce cas g(z) = / (t—z)dt = —2z.

=81 —1 <z < 1, on procéde de maniére analogue et :
z 1
g(z) :/ (a:—t)dt-l—f (t —z)dt = 2 + 1.
-1 ]
xsiz>1,onalz —tj=z—tetg(r) = 2z.
-2z siz < —1
Enconclusion:Vz € R,g(z) =< z2+1 si—1<z<1
2z siz>1
On vérifie alors sans probléme que g est continue sur R.

2. a) On utilise la 'question précédente ou pour tout w de €2, le nombre z = X (w) est
dans I'intervalle [-1, 1].
On a donc, en utilisant la relation de Chasles, comme ci-dessus :
Y(w) = X?(w) + 1, cette égalité étant valable pour tout élément w de €, on a
finalement, en simplifiant :

Y=X2+1

b) On constate donc que Y (2) = [1, 2].

Siyestdans [1,2],onadonc: P([Y < ¢]) = P([X2+1 < y]) = P([X2 < y—1]).
Soit encore : P([Y < y]) = P([—y/y— 1 < X < +/y— 1]). On a donc finalement,
poury € [1,2], Fy (y) = Fx(vy = 1) — Fx(—vy—1).
Pour tout réel = de [-1, 1], on a Fix () = a:_—2;;_1

On a donc, pour y dans [1, 2], Fy (y) = X2 1+1_ Vy;1+1.

0 siy <1
Enconclusion:Vy € R, Fy(y) = { y—1 sil<y<?2
1 siy>1

¢) Iy est évidemment de classe C* sur | — oo, 1], sur |1, 2[ et sur |2, 4-oo].
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On vérifie facilement qu’elle est continue en 1 et en 2. Y est donc bien une variable
a densité. On obtient alors une densité en dérivant sur les trois intervalles ouverts
précédents et en rajoutant arbitrairement des valeurs en 1 et en 2.

On obtient par exemple :

1 .
fr () = {7=2 | siy €]1,2]

0 sinon

2
d)Ona E(Y} = / —Ldy, ui est une intégrale convergente (en fait Y est
(Y) ) \/yTl q £

une variable aléatoire bornée, elle admet donc une espérance).
1
1 2 3 141 8
E(Y :fyLdy: 207 4 ou2]- =8
) 0 \/?,—l [3 ] 0 3

(On aurait pu remarquer que E(Y) = E(X?) + 1 et utliser la formule donnant le
moment d’ordre 2 d’une loi uniforme)

3. a) On utilise le systéme complet d’événements
(IXn < —11, [~1 < Xn < 1}, [Xn > 1])
Ainsi, pour tout y réel :
P(Yn <y) = P([-2X, <y N [X, < -1])
+P(X7+1<yIN[-1< X < ~1]) + P(2X, < 9] N [X, > 1))

e siy < 1,o0nay/2 < 1/2 et chacune des trois probabilités ci-dessus est nulle.
1<

e si ¥ < 2, seule la seconde probabilité n’est pas nulle et

PYa<y)=P(—vVy—T1< X, <Vy-1)
® siy = 2, seule la troisieéme probabilité n’est pas nulle et
P(Yn <Y) :P([l < Xn ‘~<~.y/2]U[_y/2“-<~Xﬂ < —1])

On a donc ;
0 siy <1
Vy eR, Fy, (y) =< Fx.(VI—1) = Fx,(—v/y—1) sil<y<2
Fx, (%) — Fx.(~%) siy > 2

D’ autre part, comme X, suit la loi (0, % ), n.X,, suit la loi normale centrée réduite.
On a donc, pour tout réel z, Fx, (z) = ®(nz).

On obtient finalement :
0 siy<1
VyeR, Fy, (y) = { 20 —1) —@(-nyy—1) sil<y<2
o() - o(-) siy > 2

bhy<l = lir_lx_l Fy.(y)=0,y>1 = lim Fy (y) =
n—1T00

n—-+4oco
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En tout point ot la fonction de répartition F' de la variable aléatoire constante égale
a 1 est continue, on a donc lim Fy, (z) = F(z) : (Yy,), converge en loi vers la
n=—00

variable constante égale 3 1.

Exercice 3.14,

1. Soit Y une variable aléatoire 2 valeurs positives. Montrer que pour tout réel b > 0
P(y > by < 2

On considére dans la suite une variable aléatoire X et un réel ¢ strictement positif.
On suppose que la variable aléatoire e** posséde une espérance.

2. Montrer que, pour tout réel a : P(X > a) < e~*ex E(etX).

Dans la suite, on suppose que X suit la loi normale centrée réduite.

3. a ) Montrer que, pour tout réel ¢ strictement positif, la variable aléatoire etX
2
posséde une espérance et que : E(etX) = et'/2,

b) En déduire que pour tout réel a > 0, P(X > a) < e %°/2,

Solution

1. Soit 1 la variable indicatrice de I’événement B = [X > b].
Procédons par disjonction de cas :

e siw€ B,alors X(w) 2b = ﬂbﬂ 2 1=1p(w)

e siw ¢ B, alors, comme b > 0, )—(%ﬂ =z 0=1p(w)

Ainsi 1 < % Par croissance et linéarité de I’espérance
E(lg})=P(B)=P(X 2b) < ﬂbzl, ce qui permet de conclure.

2. On applique ’inégalité précédente a la variable positive X en remplagant b par
¥ E etX
e’® > 0 et on trouve ; P(e*X > t?) EE7)

-3
eta

La fonction In est strictement croissante et ¢ strictement positif, on en déduit :

tX
P(X > a) = P(iX > ta) = P(eX > ot) < 2]

3. a) L'intégrale définissant E(e*X ) est I'intégrale —L f etre=t" /24y,
;27r R
2 —Afr — £)2 2
Or:itx — % = sz—tL + % (forme canonique du trindme).

On reconnatt I’intégrale d’une fonction proportionnelle 3 une densité normale et :
E(etX) = ot /2
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b) On sait que P(X > a) € e " E(e*X), ceci pour tout réel ¢ > 0. En remplacant
on trouve :
P(X > a) < e~toet’/2
Il reste & prendre ¢ = a pour obtenir le résultat demandé.

Exercice 3.15.

Dans cet exercice, f est une densité de probabilité nulle sur |—oo, 0[ et positive

400

et continue sur [0, +oo[. On suppose de plus que I’intégrale / zf(x)dz est

0
convergente.
1. Soit £ > O un réel fixé. Un client se présente a un automate pour y effectuer un
retrait d’argent. On suppose que I’instant d’arrivée X de ce client A partir de I’instant
initial noté @ est une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur ]0, ¢[.
Le client utilise alors I’automate pendant une durée aléatoire Y, indépendante de X
et admettant f comme densité.

On appelle p; 1a probabilité que le client soit encore en train d’utiliser I’automate 3
I'instant .

a) Montrer que X + Y est une variable aléatoire & densité dont une densité est
donnée par la fonction g :

min(t,z)
g(z) = J‘-f f(z —u)du,siz 20, g(z) = 0 sinon
0

b) On note F' la fonction de répartition de Y. Montrer que :

vz € [0,4,9(2) = £

t
c) Montrer que P(X +Y < t) =F(¢) — %./ z2f(z) dz.
0

d) Déterminer , li+m [tP(Y > t)].

e) Justifier que Y admet une espérance et montrer que cette espérance vérifie
EY)= Lk t

(Y) =, lim_(tp)
2. Des clients se présentent dans un hall contenant un grand nombre d’automates.

On fixe un instant initial 0 et pour tout réel ¢ > 0, on note :

e (;lavariable aléatoire égale au nombre de clients se présentant 21’un des automates
entre les instants O et £.

e D, la variable aléatoire égale au nombre de clients encore en train d’utiliser un
automate 2 I’tnstant ¢.

On suppose de plus que :
e (; suit une loi de Poisson de paramétre At, avec A € R* fixé.
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® Pour tout n ¢ N, 1a loi conditionnelle de D, sachant [Cy = n] est binomiale de
parametre (7, p,), ot p; est défini comme dans la premigre question.

a) Montrer que D; suit une loj usuelle dont on précisera le ou les parameétre(s).
b) Montrer que D, admet une espérance que I’on précisera.

¢) Montrer la suite de variables aléatoires (D, ), ey converge en loi vers une
variable aléatoire dont on précisera la loi.

Solution
1. a) La variable aléatoire X suit Ia loj uniforme sur |0, £[. Une de ses densités est
donc donnée par la fonction / : = — l]O,t[%s o 1) ;1 désigne la fonction indicatrice

de |0, t[. Comme X et ¥ sont supposées indépendantes, X + Y est une variable
aléatoire continue dont une densité est donnée par la fonction g définie par :

+co t
VzER, g(z) = / h(w)f (= ~ u)du = 1 /0 F(z — w)du,

g est évidemment nulle sur R~ et on obtient pour z > 0 :

min(t,z)
9(z) = %./0 f(z — u)du.

b) Siz € [0,¢], min(t,z) = z et 9(z) = % f(z — u)du. En effectuant dans
0

I'intégrale le changement de variabje U = 2 — u, on trouve
F4
F(z
o) =} [ fw)aw = £
0
c¢) Comme ¢ est strictement positif,
[ i t
PX+Y <1t =/ 9(2)dz = / 9(z)dz =/ ﬂtzldz.
—00 0 0

On effectue alors une intégration par parties en posant u(z) = F (z) etv'(2) = 1.
On obtient

PX+Y<t)=F(t) - %‘/Otzf(z)dz.

+o0 +oo
d) Pourtout ¢ € RLOKIPY > ¢ = / tf(z)dz < / z2f(z)dz.
t ¢

+oo
Or, par hypothése, I’intégrale f zf(z)dz converge.
0

+co
Par conséquent : lim z2f(z)dz = 0. Par encadrement, on en déduit que :

t—-4o0 i
lim [tP(Y >¢)] = 0.
t—+o0
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+oo
e) Comme, par hypothése, I'intégrale f zf(2)dz est convergente, la variable
0

Y admet une espérance. De plus, pour tout ¢ € R* ,

e =tPIX +Y >t]|=t(1-PX+Y < t]) = t(1 — F(t)) + /Otzf(z)dz

¢
tpe = tP[Y > {] —!—f z2f(2)dz.

0
En passant 2 la limite, on trouve, d’apres la question précédente, que
+o0
lim (tp;) = / zf(z)dz = E(Y).
0

t—+o00

2. a) On a déja D4(Q) = N. En appliquant la formule des probabilités totales au
systéme complet d’événements ([Ct = n])nen et en remarquant que I’on doit avoir
D, < C4, on obtient :

+o0 e )™ At _k by kE 400 M n—k
P(D; =n) = Ek (2)13?(1_%)7» kg )\t%!) - & pi(At) (25

k! et (n—k)
— k
= ﬁ]f!LAtLe)\tQi

k
D'ouV k e N, P(D, = k) = Q—%J}Le"‘tpt, ce qui prouve que D, suit une loj de
Poisson de paramétre Atp,. '

b) Par propriété de la loi de Poisson, E(D;) = Atp,.

k
¢) Pour tout n € N* et pour tout k ¢ N, P(D, = k) = LAL’?"Le_MP“. Or,
d"apres la question L.e., lim (np,) = E(Y). '
k
Do, lim P(D, = k) = ﬁME'k'Z)Le—AE(Y)_ La suite (D,,) converge donnc en

loi vers une variable D qui suit une loi de Poisson de parameétre AE(Y).

Exercice 3.16.
Dans tout I’exercice, X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(2,4, P) et suivant la loi de Poisson de paramétre X > (.
1. a) Montrer que P(|X — A > A) < %

b) En déduire I'inégalité P(X > 2)) < 3.
2. On considere dans toute cette question une variable aléatoire discrate Z définie
sur (£2, A, P), d’espérance nulle et de variance o2,

a) Montrer que
Va>0,Yz2>0,P(Z > a) < P|(Z +2)? 2 (a+ )2
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2, .2
b) Montrer que Vo > 0,V > 0,P(Z>2a)g & "'""’32.
(e +z)

0_2

¢) Montrer que Va > 0, P(Z > a) s £
o

- A

d) En déduire que P(X > 2)) <

A+1
+oo
3. Pour tout réel ¢, on pose G'x ()= 37 P(X = k) ¢k,
k=0

a) Pour tout réel ¢, justifier I’existence de ¢ x (t) et calculer sa valeur.

b) Montrer que : V¢ > L,Va>0,P(X > a) < ﬂfa—l

¢) En déduire que P(X > 2)) < G

Solution
1. a} On applique Pinégalité de Bienaymé-Tchebychev & X. Comme E(X) =

V(X) = ), on obtient
V(X 1
PUX-N>n< X1

b) On remarque que [| X — Al 2 )] = A
Onadone P[X > 23] < P(IX - Al » A) < 3
2. a) Pour tout a > 0 et tout z 20,0na

(Z+2)? > (a+2)2 = [Z+z>a+2]U[Z+2< —a—z]>[Z >aq)
D’oi I'inégalité demandée par croissance de la probabilité.
b) On applique Pinégalité de Markov 2 1a variable aléatoire positive (Z+2)2.0n

obtient :
Pl(Z +2z)? 2 (a+2)? < Ef(%zﬁl.
Comme E(Z) =0, 0na:
E((Z +2)®) = B(22) + 22E(Z)+ 22 =V (Z)+ 22 = 2 4 42,
En utilisant la question précédente, on trouve ainsi :
P(Z2a)<P{(Z+27 > (a+2) < Lta?

(a+z)*
2 2
¢) Soit @ > 0 un réel fixé. Op étudie la fonction f : z — E’ :‘ 9“32 définie sur
a+z
+ vy _ 2Maz—a?) . :
R™. Comme, pour tout x > 0, f (z) = (ot )3 » 1l s’ensuit que [ atteint son
a—+z

2
L o a a E KN P
mmimumenx = £~ avec f(Z2-) — ~—5——=. D’oll la formule demandée.
a’ f ( a ) a’ +0o
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d) On applique le résultat précédent 2 la variable aléatoire Z = X — X vérifiant
E(Z) =0etV(Z) = X\ = 0% Enprenant g = \ > 0, I'inégalité de la question
précédente devient :

2
P(X>2A)=P(X—A2A)QA2‘:_U2 =/\_1H_

3. a) Pour tout £ € R,
Gx(t)= lim (f} P(X =t)th) = ¢~ Jf S W
X i
N——+oo'{2h k=0 k!
b) Pour tout ¢ > 1 et tout ¢ > 0,
Gx(t)2 X P(X=k)tk>1* 3 P(X = k) =t"P(X > a).
k>a k>a
D’oii I’inégalité demandée.
Gx(t)  eMt-1)
e - 1 :
(8P

c) Pour tout ¢ > O ettout ¢ 3> 1, on a donc P(X > a)
En prenant @ = 2) > 0 et ¢ = 2, on obtient P(X > 2))

NN

Exercice 3.17.

Le génotype d’un individu est un ensemble de 2 génes pris parmi a et A. Trois
génotypes sont possibles : 1 (aa), 2 (aA) et 3 (AA) (L’ordre ne compte pas). On
s’intéresse A 1’évolution d’une population de grande taille (génération 0) dont la
proportion du génotype 1 est notée wu; pour i € {1,2,3}. On suppose les mariages
aléatoires et on rappelle que le génotype d’un enfant est formé d’un géne issu de
celui de chaque parent, les deux genes d’un parent ayant la méme probabilité d’atre
transmis.

Soit E le génotype d’un enfant de la premiere génération.
1. a) Exprimer les probabilités conditionnelles Pv=i,p=j)(E = 1) pour (¢,7) €
{1,2,3}? ot F' et M sont les génotypes du pére et de Ia mere.

b) En déduire que : P(E = 1) = (ug + %2)2, puis la valeur de P(E = 3),

¢) On pose 8 = u; + %2, Déterminer en fonction de ¢ les proportions des divers
génotypes 2 la premigre génération : a1, 92, q3.

d) Calculer les proportions des divers génotypes 2 la deuxidme génération et en
déduire qu’elles sont inchangées au cours du temps.

2. On dispose d’un échantillon de n individus. On note X; le génotype du ;™
individu, on a alors : P(X;,=j4) = g;- Les variables X;, 1 < i < n sont supposées
indépendantes. Pour j € {1, 2, 3}, onnote N, le nombre d’individus de I’échantillon
possédant le génotype ;.

a) Pour j = 1,2, 3, déterminer la loi de Nj, son espérance et sa variance. En
déduire un estimateur sans biais de g;.



Probabilités 103

b) Soit n1, ng9, ns 3 entiers naturels tels que : n = ny + N2 + ng, montrer que :
I
P(N1 =n1,Ny =ny, N3 = ng) = n—lm""z'—!@qi“q?q?*"
¢) Calculer Cov({Ny, N,).

3. Pour tout entier N > 0, on pose : 8,, = % + ]2—\/;%

a) Montrer que 6,, est un estimateur sans biais de 4.
b) Est-il convergent ?

Solution
1. a) Loi du couple (M, P) : P(M =i, P = J) = usu,
® P(E =qaalM = qa,P = aa) =1
* P(E=aa|lM = aA,P = gA) = 4
 P(FE=aa|M =aA,P = aa) = P(E = aa|M = aa, P = aA) = %
* P(E=qaa|M =aA,P = AA)=0
b)Ona:
£ =aa) = [E = aa, P = a6, M = aa]U[E = aa, P = gA, M = aa)
UE =aa,P =qa, M = aAJU[E =aa, P = qA, M — aA]
(dés que 'un des parents est AA I’enfant ne peut étre aa )
Donc par conditionnement :

P(E=1)=P(E = aa) = 12 + ujt + 2uiupd = (u; + L)z,
Par symétrie : P(E = 3) = (uy + %2)2

¢) Onpose 6 = u; + %2,
* g =P(E=1)=(u1+%2)2=€2
*B=PE=3)=(u+R)2=(1-u —uz +2)2 = (1-¢)2
. q2=P(E=2)=1—P(E=1)—P(E=3)=29(1—0)

d) Le paramétre de la deuxidme génération est §y = g1+ 923 = 6?4 6(1— §) =
ce parametre est donc stationnaire au cours du temps.
2. a) Laloi de N; est la loi B(n,q;), E(N;) = ng; et V(N;) = ng;(1— g;) et Enl
est un estimateur sans biais de a5

b) On note A I’ensemble des n-uplets (zi,...,z,) de {1,2, 3}™ dont n; termes
valent 1, ny termes valent 2 et ng3 termes valent 3.
On a, par indépendance des X;:
P{N1=mn1, Ny =ny, N, = ng) =§P(X1 =Ty, Xy =xp,)

=§:P(X1 =21)- - P(X, = z,)
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_ ny N2, M3 'n,! n] 7o n
P(Ny =ny,Ny =ny, N3 = n3) =3 ¢ g37¢5® = ot 92°93°
A 1:-nalng!

(n1 + Mo + 'ns)!
car 7o 720
T1iNoing!
éléments en 3 sous-ensembles i n1, N3 et ny éléments.

est le nombre de partitions d’un ensemble i 1, = n1 +ng +ng

3.1l vient, par indépendance des X;; :
COV(Nl, N2) = COV(Z 1X-£=11 E 1X,-=2) = Z E COV(].Xi:l, 1Xj=2)
i=1 i=1

i=1j=1

T
= > Cov(lx,=1,1x,~2) = n(—q1g2)
=1

et
B(6,) = B(AL + 2y = Lpy,) 4 BN =g+ L =021 901-9) =0,

Donc @), est un estimateur sans biais de @.

V(6) = H(v(W) + 1v(v) + Cov(iv, Ny)) = 2
Donc 8, est convergent.

1-¢
2n

Exercice 3.18.
Soit n un entier de N*.

1. On note F, I'ensemble des permutations de [1,n]. On choisit au hasard une de
ces permutations, et on définit la variable aléatoire Y,, égale au nombre de points
fixes de cette permutation.

a) Montrer que le nombre d’éléments de F,, n’admettant aucun point fixe vaut :
no( 1 k
R
d, = n! kgo 7

b) Déterminer la loi de Y;,.
¢) Montrer que la suite (Y;,),, converge en loi vers une variable aléatoire dont on
déterminera la loi.

2. Onnote E;, I’ensemble des applications de [L, ] dans [1, n]. On choisit au hasard
une de ces applications, et on définit la variable X, n €gale au nombre de points fixes
de cette application.

a) Déterminer la loi de X,,.

b) Montrer que la suite (X n)n cOnverge en loi vers une variable aléatoire dont on
déterminera la loi.

Solution

1. a) Soit d,, le nombre de permutations sans point fixes et 4n = n! — p,, le nombre
de permutations admettant au moins un point fixe,
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Notons A; les permutation o de [1,n] telles que o'(3) = 4. Parla formule de Poincaré :

gn = card(A;UAU---UA,) = 2(—1)“r1 3 card(Ag, N---NAg,)
' 1<k < <k;<n

= S (? )(n—z)'—n'zi—'“
Ainsi d,, = n! Z K_—ll

b) Lavanable aleatmreY prend ses valeurs dans [[1 n]] Ona, pourtoutk € [1,n],
d'n,-—k _ 1 (—1)“
PYn=k) = (k) I T ST

—1)f -1
c) Pour tout & € [1, n], llmc’o X z 0=

Ainsi (Y,,),, converge en loi vers une 101 de Poisson de paramétre 1.

2. a) La variable aléatoire X,, prend ses valeurs dans [0, n]. Pour tout & € [0, n],
pour obtenir I’événement [X,, = k], il faut et il suffit de

e choisir k éléments parmi n, soit ( k) possibilités,

® ces k €léments sont fixés,
* donner une image aux n — k éléments restants, autre que lui-méme, soit (n— 1)n—*
choix possibles.

Ainst: Pty = ) = (1) D (3 (1)

k

n" n n
b)Ona P(X, = k) = n(n-l)n](:'z k1) Ly
Orln(l_%)n ’“:(n—k)ln( _%) n_::_m_'n,;l;;n—:_c’o 4
etnﬁlfmn(n—l) k](; k+1) EIT
Ainsi nl{moo P(X,=k)= _le

Donc (X, ), converge en loi vers une loi de Poisson de parametre 1.

Exercice 3.19.
L. Soit @ un réel strictement positif. Montrer qu’il existe une variable aléatoire réelle

de variance égale 3 q.
2. On suppose dans cette question que M = ( Z ;) est la matrice de variance-

covariance d’un couple de variables aléatoires discrafes (X,Y). Montrer que a >
0,6>20,ceRetab—c? > 0.
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3. Réciproquement, on suppose que la matrice M — (g ;

cERetab—c?2>0.

On suppose ab = 0. Montrer que M est la matrice de variance-covariance d’un
vecteur (X, V).

4. OD Suppose O‘,b -’,é 0. Oll pOSC
o= a,gz--»\/geto—-___c
\/— \'% G,b

)vériﬁea)O,b)O,

Soit (U, V) un couple de variables aléatoires discrates, avec I/ et | indépendantes
et possédant chacune une variance é aled 1.

Montrer que (01U, 020U + 09+/1 — p?V) a pour matrice de variance-covariance
M,

Solution
1. Par exemple, si X suit Ia Joj normale A/(0, 1), alors va X suit la loi normale
N(0,a).

2. La variance étant positive, on a g 2 0,e 2 0etab—c? > 0 nest autre que
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

0 b

Auguel cas, A est la matrice de variance-covariance de (C,vbX), ot C est une
variable aléatoire constante,

4V(X) = o, V(¥) = 030 1 03(1 - 12) = o3
Cov(X,Y) = B(o1U x (020U + a94/1 — p?V)
—-0‘1E(U) x E(O’sz +094/1 — p2V)

3. On suppose gb —= O,alors ¢ K 0= ¢ = Qet M = ( ) 0) par exemple.

Apres calculs

a
On vient de montrer dans Ie cas 2 X 2 que toute matrice de variance covariance est une

matrice symétrique réelle positive et réciproquement que toute matrice symétrique
réelle positive est une matrice de variance covariance.



