Les sujets suivants, posés aux candidats des options scientifique, économique, technologique et litté-
raire BL, constituent la premiere version d'un échantillon des sujets proposés lors des épreuves orales du
concours 2009.

1 Sujets donnés en option scientifique

Sujet S 1 - Exercice

Soit (U,) ,en+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé (Q, &7, P),
suivant la loi uniforme sur [0, 1].

n
On pose, pour tout n€ N*, S, = Z U;. On consideére la variable aléatoire T définie sur (Q2, «/,[P) par :
i=1

T=inf{neN*/S,>1}.

1) Question de cours : Densité de la somme de deux variables aléatoires indépendantes a densité définies
sur (Q, </, P).
2) On admet dans cette question que : P([S,, < 1]) = % pour n = 2.
a) QuevautP([T=1]? '
b) Exprimer, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, I'événement [T = n] en fonction des événements
[S,=1]et[S,_; <1l.
¢) En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la valeur de P ([T = n]).
d) Etablir I'existence de I'espérance E(T); calculer E(T).
3) a) Déterminer une densité de la variable aléatoire S».
b) Montrer que pour tout 7 € N*, une densité fs, de la variable aléatoire S, est donnée par :

1
(n—

k-1 ]
o ;)(—1)1(’;)(x—j)”_1 si xelk-1,kl,A<k<n)
fs,(x) = =

0 si x¢]0,n]

1
¢) En déduire que P ([S,, < 1]) = —
n!

Sujet S 1 - Exercice sans préparation

Soit (E, < ., . >) un espace vectoriel euclidien de dimension n > 0. Soit f et g deux endomorphismes de
E symétriques et ayant des valeurs propres strictement positives.
1) Prouver qu’il existe un endomorphisme ¢ de E ayant des valeurs propres positives tel que f = (])2 (q>2
désigne G o).
2) Montrer que :
Ker(f+g) =Ker fnKerg.

Sujet S 2 - Exercice
1) Question de cours : Existence des moments d’une variable aléatoire discréte.
2) Soit f la fonction définie sur 10, 1[ par:

3x2-2x-2(1-x)%In(1 — x)
12x2

fx) =

a) Etudier les variations de f.



X
b) Montrer que, lorsque x tend vers 0%, f(x) ~ TS

Soit X; et X, deux variables aléatoires discretes définies sur un méme espace probabilisé (Q, &7, [P), stric-
tement positives, indépendantes et de méme loi.

X1 X2
On pose: U=X1+X,, T=X;-X5,Y1=—, Yo = —.
U u
3) a) Montrer que Y; et Y, suivent la méme loi et admettent des moments de tous ordres. Calculer E(Y;) et
E(Y,).

T T
b) En déduire que T admet des moments de tous ordres. Calculer [E (G)

T
¢) Montrer que Cov(Y1,Y2) = —V(Y1). En déduire une formule reliant V (6) et V(Y7).

4) On suppose que X; et X, suivent la loi géométrique de parametre p (p €]0,1[). On pose g = 1—p. On
admet le résultat suivant : V(Y;) = f(g).

ATaide des résultats précédents, établir I'encadrement suivant :

O<\/(I)<1
U 3

Sujet S 2 - Exercice sans préparation

1- Montrer que pour z > 0, I'intégrale

too ,— 1
](z):f ert

est convergente.
-z

e
2- AT'aide d’'une intégration par parties, montrer que J(z) est équivalent en +oo a .
z

Sujet S 3 - Exercice

1) Question de cours : Donner la définition et les principales propriétés d’'une fonction convexe sur un in-
tervalle I de R.

On admettra que si f est convexe surlet (x, y, z) € I, alors
1 1 1 1 1 1
—X+-y+-2)< - - —f(2).
f(3x+3y+3Z) 3f(x)+3f(y)+:_3f(Z)

2) Soient a, b et c trois réels strictement positifs, montrer que :

(abc)% < LZH_C
3
En déduire que :
1
(abc)3 = i 1 . 1
a b c

en posant (a’, b', )= (1/a, 1/b, 1/¢),



3) Soient ay, by et ¢y trois réels strictement positifs. On définit par récurrence les suites (ay) =0, (bn)ns0 €t
(cn)n=0 par les relations suivantes :

a,+ by, +cy

ap+1 = T

by = (anbncn)%

3
a, b, cy,

a) Montrer que pour tout n € N*, les réels a,, b, et ¢, sont bien définis et 0 < ¢, < b, < ay.

b) Montrer que les suites (a;),>0 €t (cn)n=0 SONt monotones et que les trois suites (a,) =0, (bn)n=o €t
(cn) n=0 sont convergentes. On note A, p et v leurs limites respectives.

¢) Montrerque A =p=v.

d) On cherche maintenant a montrer que la suite (b;,) ;>0 est toujours monotone.
i) Soient x, y et z trois réels, tels que 0 < x < y < z. On note :

S=x+y+z
d=xy+xz+yz
p=xyz

Montrer que ps° — d° est du signe de xz — °.
(on pourra remarquer que p33 —d®= -(yz— xz) (zx— yz)(xy — zz)).

ii) En appliquant le résultat précédent a a,, b, et c;, montrer que bz — by est du signe de b, — b;.
Conclure.

Sujet S 3 - Exercice sans préparation

Soit n € N*, (Q, «/,P) un espace probabilisé et (X;)ien
discretes définies sur , indépendantes et de méme loi .
On définit la variable aléatoire : ;

i=1

1) Montrer que Vx € R* tel que I'espérance [E(e*>") existe et Va € R, P([S, = a]) < e **E(e*°") .
2) Appliquer ce résultat au cas ou chaque X; suit la loi définie par :

n une famille de n variables aléatoires réelles

.....

PXi=1D=p, PIX;=-1D=1-p.

Sujet S 4 - Exercice

0 0 0 m

0 0 0 a
o 4 - 2
Sia= (a1, az,as, as) € R*, on pose M(a) = 0 0 0 as|

ay dy ds da
On note F le sous-ensemble de .#,(R) constitué des matrices M(a) quand a parcourt R*.
1 00O
01 00
Onnote ] = 001 ol
0 0 00O
1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie égale a n.

3



a) Question de cours : Rappeler la définition du sous-espace vectoriel engendré par une famille (xy, ..., Xp)
de vecteurs de E. Dans quel cas la famille (xi,..., x},) est-elle une base de Vect(x, ..., xp)?
b) Soient E; de base (x,...,xp) et E» de base (y1,..., y4) deux sous-espaces vectoriels de E tels que E; n
E; = {Og}. Montrer que la famille (x1,...,xp, y1,..., y4) estlibre. Qu'en déduit-on sur p + g ?
2) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de .#4(R) et en donner la dimension.
3) Soit (e, e2, e3, e4) la base canonique de R*. Pour i € [[1,4]], on pose M; = M(e;). Montrer que Vi € [[1,4]],
la matrice M; +] est inversible et que la famille (M; +])1<;<4 est libre.
4) Soit a € R*. Montrer que si pour tout réel 8 non nul, la matrice M(a) + 6J est non inversible, alors a =
(0,0,0,0).
5) Soit G un sous-espace vectoriel de .#,4(R) qui ne contient aucune matrice inversible et tel que J € G.
a) Déterminer GNF et en déduire que la dimension de G est inférieure ou égale a 12.
b) Existe-t-il un sous-espace vectoriel de .4, (R) de dimension 12 ne contenant aucune matrice inver-
sible et contenant J ?

Sujet S 4 - Exercice sans préparation

Pour n entier naturel non nul, soit X;, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, <7, P),
de loi binomiale de parametres n et p avec p €]0,1][.
1) Montrer que pour a > 0 fixé, P([X,, < a]) tend vers 0 quand n tend vers +oo.
2) Montrer que si b >0,

n \V4 (1_ ) .
P p’ > b]) < umln(\/p(l -p),bvn)

i =

Qu’en déduit-on pour P([|X,, — np| < nb]) quand n tend vers +oo?

Sujet S5 - Exercice

Soit X; et X, deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q2, «Z, P), indépendantes et de

méme loi géométrique de parametre p (p €]0, 1[).
Onposeg=1-p, U=X;+XpetT =X; —X».
1) Question de cours : Définition et propriétés de la loi géométrique.
2) Déterminer laloide U.
3) Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

a) Déterminer la loi conditionnelle de X; sachant I'événement [U = n].

b) Calculer I'espérance conditionnelle E(X;/U = n). En déduire la valeur de E(X;).
4) DéterminerlaloideT.
5) a) Calculer Cov(U,T).

b) Les variables aléatoires U et T sont-elles indépendantes ?

Sujet S5 - Exercice sans préparation

1 1 1 1
. VRN DU S B |

On considere la matrice M = 1 -1 1 -1l
1 -1 -1 1

Soit u ’'endomorphisme de R* ayant comme matrice u dans la base canonique de R*.

1) Onpose v; =(1,1,0,0), v» =(1,-1,1,1), v3 =(1,0,1,0). Calculer f(v;) pour tout i € [[1, 3]].

2) Montrer que M est diagonalisable et déterminer une matrice de passage P de la base canonique de R* a
une base de vecteurs propres de M contenant le plus possible de 0, les autres termes étant +1 ou —1.

3) Déterminer M?, puis M" pour n € N.

4) Déterminer a I'aide de P, la matrice des projecteurs de R* sur chacun des sous-espaces propres de M.



Sujet S 6 - Exercice

1) Question de cours : Définition de la convergence absolue d’une série numérique. Lien entre convergence

et convergence absolue.
+00 ekt

2) a) Justifier pour tout k€ N* et tout p € N, la convergence de I'intégrale f —dr.
P P & 8 0 Vut(l+e2Hp
On pose, pour tout k€ N* et tout pe N :

+00 ekt
P e —;
P Ve +e2tp
b) Calculer I en fonction de k (on pourra utiliser le changement de variable u = V2kt, apres I'avoir
justifié).
c¢) Déterminer lim I,
n—+oo

ro (-1
3) a) Pour n € N, exprimer la somme Z ——— enfonctionde I,43; etl; ;.
g - . (-1)/ .
b) En déduire que la série de terme général u; = oS est convergente. Exprimer sa somme S en
j+

fonctiondel ;.
4) Montrerque:0<S<1.

Sujet S 6 - Exercice sans préparation

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (Q, o7, P).
Soit n =1 et (X1, Xy, ..., X;;) un n-échantillon indépendant, identiquement distribué de la loi de Poisson de
parametre A > 0.

On suppose A inconnu et on cherche aI’estimer par un intervalle de confiance.

On pose: B
Xn_)\
VA

ATlaide de T, déterminer, pour n grand, un intervalle de confiance de A au risque a donné.

_ 1 2
Xn==)X; et T,=vn
N =1

Sujet S 7 - Exercice

1) Question de cours : Diagonalisabilité d’'une matrice, d'un endomorphisme.
Soit E = Ry [X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré < 2 (en posant degré(0) =
—00).

2) On considere la matrice :
0 1 0

M=|-1/4 -1/2 -1/4
1/2 0 1/2

Calculer son rang, en déduire une valeur propre de M et la dimension du sous-espace propre associé.
Donner une base de ce sous-espace propre.

3) Onpose P, =X?- 1, Py =X?-X+1et P3 =X? +X + 1. Montrer que ¥ = (P1,P,,P3) est une base de E.

On note V; = Vect(P,), Vo = Vect(Py,P»)
4) On considere f € £ (E) de matrice M dans la base canonique (1,X,X?) de E.



Donner la matrice de f dans la base 7. En déduire que f 3 est nulle, puis préciser 'ensemble des valeurs
propres de f.
5) Montrer que V; et V, sont des sous-espaces vectoriels stables par f.
6) On veut trouver les sous-espaces vectoriels F stables par f c’est a dire tels que f(F) c F.
a) Montrer que E et {0} sont stables par F.
b) Soit D une droite vectorielle stable par f et u € D un vecteur non nul. Montrer que u est un vecteur
propre de f. En déduire que D =V;.
¢) Soit Fun plan stable par f et v = aP; + BP, + YP3 un élément de F. Montrer que (v, f(v), f*(v)) est une
famille liée. En déduire que y = 0 puis que F = V5.

Sujet S 7 - Exercice sans préparation

Un enfant a dans chacune des deux poches de son blouson, un paquet contenant N bonbons. A chaque
fois qu’il veut manger un bonbon, il choisit, de maniere indépendante et avec la probabilité p, sa poche de
gauche pour un prendre un.

1) Lorsqu'il ne trouve plus de bonbons dans la poche qu’il a choisie, quelle est la probabilité pour qu’il en
reste k dans I'autre poche ?

2) Quelle est la probabilité pour qu’il n'y ait pas de bonbon dans les deux poches simultanément ?

N 2N -k
3) Calculer 22"
k=0 N

Sujet S 8 - Exercice

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, «/, P).

1) Question de cours : Rappeler la définition de la convergence en probabilité. Démontrer qu’'une suite
(Yn) nen+ de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé, suivant des lois de Poisson de
parametres 0, tels que r}l_pgo 0,, =0, converge en probabilité vers 0.

2) On note F la fonction définie sur R par:

0 si x<-1
1
§u+nz si —1<x<0
F(x) =<

1 2 .
I—E(x—l) si O<x<l

1 si x=1

a) Démontrer que F est de classe C! sur R.
b) On note f la fonction dérivée de F et, pour tout nombre réel 6, fy la fonction définie sur R par:

VxeR, folx)=f(x—-06)

Vérifier que fy est une densité de probabilité.
¢) Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, &/, P), admettant fy pour densité.
Montrer que X posséde une espérance et une variance et les calculer.

3) Soit (X;),en+ Une suite de variables aléatoires, définies sur (QQ, o, P), indépendantes, de méme loi, ad-
mettant pour densité fjy.
Pour tout entier n = 1, on note U, = inf(Xy, X, ..., X;) et V,, =sup Xy, Xo, ..., Xp).



a) Exprimer, al'aide de F, 0 et n, les fonctions de répartition de U, et V,,.
b) Justifier, pour tout € €]0, 1[, 'inégalité :

U,+V
P(-1+0<U,<-1+0+2e]N[1+0-2c<V,<1+0]) < P(H%—e <e )
U,+V
¢) En déduire que % est un estimateur convergent de 0.
d) Est-il sans biais?
Sujet S 8 - Exercice sans préparation
Soit (x,,) nen la suite réelle déterminée par xo >0et Vne N*, x;,, = x,_1 + .
Xn-1

1) Etudier la monotonie et la limite éventuelle de (x;) ;,eN-
n—1 1
2) Montrer que Vn e N*, x3 =2n+ x5 + Y —.
k=0 xk
3) En déduire un équivalent de x, lorsque n tend vers +oo.
On pourra admettre que :
no
Y — ~ Inn).
=1 k n—+oco

2 Sujets donnés en option économique

Sujet E9 - Exercice

On étudie la vente d'un certain type de produit sur internet sur trois sites A, B, C et on fait les constata-

tions suivantes :

B siun client choisit le site A pour un achat, il choisit indifféremment A, B ou C pour I'achat suivant,

B si un client fait un achat aupres du site B, il fait I'achat suivant sur le méme site B,

B siun client fait un achat sur le site C, il choisira pour I’achat suivant le site A avec une probabilité 1/12, le
site B avec une probabilité 7/12 et le site C avec une probabilité 1/3.

Au départ le client choisit au hasard I'un des trois sites.

On suppose que I'expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, «7,P).

Pour n € N*, on désigne par p,, g, et r, les probabilités pour que, au n-ieéme achat, le client se fournisse

respectivement aupres de A, B et C.

1) Question de cours : Enoncer la formule des probabilités totales.

2) Quelles sontles valeurs de p;, g et r; ?

3) Pour tout n € N*, donner une relation entre p,, g, et r,.

4) Exprimer p,+1, respectivement ¢, et r,41, en fonction des trois réels p,, q, et ry,.

5) Pour n =2, exprimer p, en fonctionde r,, et r,,—1.

6) Prouver que la suite (r,),cn+ €st une suite récurrente linéaire. Donner I'expression de r,, puis p, et g,
en fonction de n.

7) Etudier la convergence des trois suites (1) sen+> (Pn) nen* €t (Gn) neN*-

Sujet E 9 - Exercice sans préparation

Donner un exemple de matrice M non nulle telle que (I, M, ‘M) soit une famille liée.
Dans quel cas de telles matrices sont-elles diagonalisables ?



