
Soit E une base de R
2 , et u un endomorphisme de R2 tel que la matrice

associ�ee �a u dans E soit

U =

�
a b

c d

�
1. En utilisant la m�ethode du pivot de Gauss, d�eterminer l'�equation du second
degr�e que doivent v�eri�er les valeurs propres de U .

2. En d�eduire que a + d et ad � bc ne d�ependent pas de la base E , mais
uniquement de l'endomorphisme u.

3. Calculer U2 � (a+ d)U + (ad� bc)I2, o�u I2 repr�esente la matrice identit�e
de M2(R).

4. On suppose que a+ d 6= 0. Montrer que si U2 est diagonalisable, alors U
l'est �egalement. Ce r�esultat est-il encore vrai si a+ d = 0 ?



On d�esigne par � l'application d�e�nie sur R[X ] par

(8 P 2 R[X ]) �(P ) = (X2 � 1)P 00 + (2X + 1)P 0

Soit n un entier naturel non nul et En = Rn [X ] le sous-espace de R[X ] des
polynômes de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.

1. a) V�eri�er que la restriction de � �a En est un endomorphisme de En,
not�e �n.

b) Exprimer la matrice de �n dans la base canonique
�
1; X;X

2
; : : : ; X

n
�

de En.

c) D�eterminer les valeurs propres de �n. L'endomorphisme �n est-il diago-
nalisable ?

d) Montrer que, pour tout entier k 2 [[0; n]], il existe un unique polynôme Hk

de degr�e k et de coe�cient dominant �egal �a 1, qui est vecteur propre de �n.

2. a) Justi�er (bri�evement) que :

(P j Q) =

Z 1

�1

r
1� x

1 + x
P (x)Q(x)dx

d�e�nit un produit scalaire sur R[X ].

b) En observant que :

(x2 � 1)P 00(x) + 2xP 0(x) =
d

dx

�
(x2 � 1)P 0(x)

�
montrer que, pour tous polynômes P et Q de R[X ], on a :

�
�(P ) j Q

�
=

Z 1

�1

(1� x)3=2 (1 + x)1=2 P 0(x)Q0(x)dx

c) En d�eduire que la famille (Hk)0�k�n est une base orthogonale de En.
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1. Soit F la fonction d�e�nie sur R3 par :

F (x; y; z) = 24x2 + 2y2 + z
2 + 12xy + 2yz + 4zx� 240x� 48y � 12z

a) D�eterminer les points critiques de F .

b) Montrer que :

F (x; y; z) = (2x+ y + z � 6)2 + (4x+ y � 18)2 + 4(x� 9)2 � 684

c) Montrer que F atteint son minimum sur R3 en un unique point. Pr�eciser
ses coordonn�ees, ainsi que la valeur du minimum.

2. a) Rappeler la valeur de In =

Z +1

0

e
�t

t
n
dt.

b) Justi�er la convergence et exprimer en fonction de F , l'int�egrale :

I(a; b; c) =

Z +1

0

e
�t
�
t
3 � a t

2 � b t� c
�2
dt

c) D�eterminer :
I = inf

(a;b;c)2R3

I(a; b; c)

3. a) Justi�er (bri�evement) que :�
P j Q

�
=

Z +1

0

e
�t

P (t)Q(t)dt

d�e�nit un produit scalaire sur l'espace vectoriel R3 [X ] des polynômes �a
coe�cients r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a 3.

b) Calculer la distance du polynôme P0(X) = X
3 au sous-espace H = R2 [X ]

des polynômes de R[X ] de degr�e inf�erieur ou �egal �a 2.

c) Soit T (X) = aX
2 + bX + c un polynôme appartenant �a H .

Montrer que T est la projection orthogonale du polynôme X
3 sur le sous-

espace H si et seulement si :8>>>>>><
>>>>>>:

@F

@x
(a; b; c) = 0

@F

@y
(a; b; c) = 0

@F

@z
(a; b; c) = 0

et retrouver le r�esultat pr�ec�edent.
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On consid�ere l'espaceMp(R) des matrices carr�ees d'ordre p > 2, �a coe�cients
r�eels.

Pour A 2 Mp(R), on note par t
A la matrice transpos�ee de A.

Si u =

0
@u1

...
up

1
A et v =

0
@ v1

...
vp

1
A sont deux vecteurs de Rp , on pose :

< u j v >= u1v1 + � � �+ upvp.
Si u 2 R

p , on note kuk la norme euclidienne du vecteur u .

1. a) Montrer que la matrice t
AA est sym�etrique et que ses valeurs propres

sont positives. On notera c sa plus grande valeur propre.

b) Montrer que kAxk
2
6 c kxk

2
pour tout x 2 R

p . En d�eduire que pour tout
couple de vecteurs x et y de Rp et pour tout entier k > 0, on a :

(�)
��< A

k
x j y >

�� 6 c
k

2 kxk kyk

On dit qu'une suite (Un)n>0 de matrices deMp(R) converge vers une matrice
U 2Mp(R) si chaque coe�cient de Un converge, lorsque n tend vers l'in�ni,
vers le coe�cient correspondant de la matrice U . On note "j le j-�eme vecteur
de la base canonique de Rp .

2. a) Soient (i; j) 2 f1; : : : ; pg2. En utilisant la relation (�), montrer que la

s�erie
X
k�0

< A
k
"i j "j >

k!
est convergente.

b) Soit n 2 N. On d�e�nit la matrice Bn par :

Bn =

nX
k=0

A
k

k!

Montrer que la suite (Bn)n>1 converge vers une matrice que l'on notera
exp(A).

c) Montrer que si � est une valeur propre de A, alors e� est une valeur propre
de exp(A).

d) Calculer exp(A) lorsque A est une matrice diagonale.
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On consid�ere l'espaceMp(R) des matrices carr�ees d'ordre p > 2 �a coe�cients
r�eels. Soient A et B deux matrices de Mp(R).
1. a) Montrer que l'on a : �

Ker(B) � Ker(AB)
Im(AB) � Im(A)

b) Montrer que si le produit AB est inversible, alors les matrices A et B sont
inversibles.

2. Soit � un r�eel non nul.

a) Montrer que la matrice (�I�AB) est inversible si et seulement si la matrice
(�I �BA) l'est.

b) On suppose dans cette question que � n'est pas valeur propre de la matrice
AB. Montrer que l'on a alors :

(�I �AB)�1 =
I

�
+
A

�
(�I �BA)�1B

c) Montrer que les matrices AB et BA ont les mêmes valeurs propres.

3. On consid�ere les matrices de Mp(R) suivantes :

A =

0
BBB@
1 0 : : : 0

1
...

...
...

...
...

1 0 : : : 0

1
CCCA et B =

0
BB@

1 1 : : : 1
0 0 : : : 0
...

...
...

0 0 : : : 0

1
CCA

a) D�eterminer les valeurs propres de la matrice BA.

b) Calculer, apr�es avoir justi��e son existence, l'inverse de la matrice I �AB.
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Soit n un entier naturel tel que n � 2 et H = (ai;j) la matrice de Mn(R)
d�e�nie par :

8(i; j) 2 f1; : : : ng2; ai;j =
1

i+ j � 1
1. Montrer que H est diagonalisable dans Mn(R).

2. Soit X =

0
@ x1

...
xn

1
A 2Mn;1(R). On pose q(X) = t

XHX .

a) V�eri�er que q(X) =

Z 1

0

(x1 + x2t+ � � �+ xnt
n�1)2dt.

b) En d�eduire que les valeurs propres de H sont strictement positives et que
H est inversible.

c) Montrer que 8X 2 Mn;1(R);
t
XH

�1
X � 0, et que t

XH
�1
X = 0 si et

seulement si X = 0.

3. On note jjX jj =
p
x21 + � � �+ x2

n
, an la plus petite valeur propre de H et

bn la plus grande valeur propre de H .

a) Montrer que pour tout X 2Mn;1(R); anjjX jj
2 � q(X) � bnjjX jj

2.

b) On note diag(�1; : : : ; �n) une matrice diagonale semblable �aH et on admet

que

nX
k=1

�k =

nX
k=1

ak;k.

Montrer que nan �

nX
k=1

ak;k.

c) On consid�ere la suite (hn) d�e�nie pour n � 1 par :

hn = 1 +
1

2
+ � � �+

1

n

Montrer que la suite (hn�lnn) est convergente. En d�eduire que lim
n!+1

an = 0:
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Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n et f; g; h trois endomor-
phismes de E tels que :

f � g = h; g � h = f; h � f = g

1.a) Comparer les images de ces trois endomorphismes ainsi que leurs noyaux.

b) Montrer que f2 = g
2 = h

2 et, en calculant h2 �f �h2, montrer que f5 = f .

c) Montrer que les noyaux des puissances de f sont tous �egaux et en d�eduire
que Im f et Kerf sont suppl�ementaires.

2. On suppose maintenant que f; g; h sont de rang n.

a) Quelles sont les valeurs propres possibles de f ?
Montrer que les sous-espaces propres de f (s'il y en a) sont stables par g et
par h.

On suppose d�esormais que f est un endomorphisme sym�etrique.
b) Montrer que f

2 = IE (l'endomorphisme identit�e de E) et que f; g; h

commutent deux �a deux.

c) En d�eduire que f; g; h admettent une base commune de vecteurs propres.
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Soit a un r�eel strictement positif et E l'ensemble des fonctions r�eelles
continues sur [0; a]. On consid�ere les fonctions s et c de E d�e�nies pour tout
x 2 [0; a] par s(x) = sin(x) et c(x) = cos(x). On d�e�nit en outre l'application
� de E dans E par :

8(x; f) 2 [0; a]�E; �(f)(x) =

Z
a

0

f(t) sin(x+ t)dt

1. Montrer que � est un endomorphisme de E.

2. Montrer que (�(s);�(c)) est un syst�eme libre de E.

3. D�eterminer Im�.

4. On suppose d�esormais que a = �=2. D�eterminer les valeurs propres non
nulles de � ainsi que les sous-espaces propres associ�es.
5. On note F le sous-espace vectoriel de E engendr�e par s et c. Montrer que la
restriction de � �a F est un endomorphisme de F . Cet endomorphisme est-il

diagonalisable ?
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Soit E l'ensemble des matrices carr�ees r�eelles d'ordre n, (n � 2) form�e des
matrices A = (ai;j) v�eri�ant :
il existe un r�eel unique not�e m(A) v�eri�ant la propri�et�e suivante :

8(i; j) 2 f1; : : : ; ng2;

nX
k=1

ai;k =

nX
k=1

ak;j = m(A)

On consid�ere en outre la matrice J = (jp;q) de E d�e�nie par :

pour tout (p; q) 2 f1; : : : ; ng2; jp;q = 1.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel deMn(R). Calculer A:J et J:A
pour A 2 E. En d�eduire que E est stable par la multiplication des matrices
et que l'application m : A 7! m(A) est une application lin�eaire de E sur R.

2. Soit G la droite vectorielle engendr�ee par J et soit H = Kerm le noyau de

m. Montrer que E = G�H . (on pourra consid�erer la matrice A�

�
m(A)

n

�
J ,

pour A 2 E).

3. Pour tout couple (k; l) 2 f2; : : : ; ng2, on consid�ere la matrice H
k;l dont

tous les �el�ements sont nuls except�e :

h
k;l

1;1 = h
k;l

k;l
= 1; et hk;l1;l = h

k;l

k;1 = �1

Montrer que pour tout couple (k; l) 2 f2; : : : ; ng2; Hk;l est �el�ement de H et
que l'ensemble des matrices (Hk;l) forme une base de H (si A = (ai;j) 2 H ,

on pourra consid�erer la matrice A0 =
X

2�k;l�n

ak;lH
k;l).

En d�eduire la dimension de E.
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Soit n un entier naturel sup�ereur ou �egal �a 2. On consid�ere R
n muni du

produit scalaire canonique h ; i. On identi�era R
n et Mn;1(R), l'ensemble

des matrices colonne �a coe�cients r�eels.

Soit A une matrice sym�etrique r�eelle d'ordre n v�eri�ant :

Pour tout X =

0
@ x1

...
xn

1
A 2Mn;1(R);

t
XAX � 0; et t

XAX = 0) X = 0.

1. Montrer que les valeurs propres de A sont des r�eels strictement positifs.

Soit C un �el�ement de Mn;1(R) �x�e. Soit f la fonction d�e�nie sur Rn par,
pour tout X 2 Mn;1(R) :

f(X) = hAX;Xi � 2hC;Xi

2. D�eterminer les points critiques de f .

3. D�eterminer la nature de ces points.
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Soit n un entier naturel tel que n � 2. Dans tout l'exercice, E d�esigne un
espace vectoriel de dimension n, et f est un endomorphisme de E.
Par convention f

0 = id (application identit�e) et on d�e�nit par r�ecurrence
pour k 2 N

� , fk par fk = f � fk�1

On dira que f est cyclique s'il existe un vecteur x0 de E tel que :�
x0; f(x0); : : : ; f

n�1(x0)
�

soit une base de E.

1. Montrer que si f est cyclique, alors (id; f; : : : ; fn�1) est une famille libre
d'endomorphismes de E.

2. Indiquer �a quelles conditions un projecteur de E est cyclique.

3. Dans cette question, on suppose que E est l'espace vectoriel des polynômes
�a coe�cients r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a n�1, et on consid�ere l'endomor-
phisme d de E d�e�ni par : 8Q 2 E,

d(Q)(X) = Q(X + 1)�Q(X)

a) Que peut-on dire du degr�e de d(Q) relativement �a celui de Q ?

b) D�eterminer le noyau, l'image, les valeurs propres et les vecteurs propres
de l'endomorphisme d. Est-il diagonalisable ?

c) L'endomorphisme d est-il cyclique ?

4. On suppose dans cette question que f admet n valeurs propres distinctes
�1; : : : ; �n et soient e1; : : : ; en des vecteurs propres respectivement associ�es.

Montrer �a l'aide du vecteur x0 =
nP

k=1

ek que f est cyclique.

5. On suppose dans cette question que f est diagonalisable et admet p valeurs
propres distinctes �1; : : : ; �p avec p < n. On pose

P (X) =

pY
k=1

(X � �k)

a) Calculer P (f)(x) lorsque x est un vecteur appartenant �a l'un des sous-
espaces propres de f .

b) En d�eduire que P (f) est l'endomorphisme nul.

c) f est-t-il cyclique ?
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Dans tout l'exercice, n est un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2 et C d�esigne
l'ensemble des nombres complexes.

Si a = (a0; : : : ; an�1) 2 C
n , on note Ma la matrice de Mn(C ) de terme

g�en�eral

mi;j =

(
1 si i = j + 1

ai�1 si j = n

0 dans tous les autres cas

On note Pa le polynôme d�e�ni par : Pa(X) = X
n �

n�1P
k=0

akX
k

1. Soit � une valeur propre deMa. D�eterminer le rang de la matriceMa��In.
En d�eduire la dimension du sous-espace propre associ�e.

2. Montrer que pour � 2 C , � est valeur propre de Ma si et seulement si
Pa(�) = 0.

3. En d�eduire une condition n�ecessaire et su�sante portant sur Pa pour que
Ma soit diagonalisable.

4. On pose Q(X) = (X + 1)n+1 � X
n+1 � 1. Montrer que Q poss�ede une

racine multiple si et seulement si n est multiple de 6.

5. On prend dans cette question a =

 
0;�

C
1
n+1

n+ 1
; : : : ;�

C
n�1
n+1

n+ 1

!
, o�u C

p
m

d�esigne le coe�cient binomial habituel. Pour quelles valeurs de n la matrice
Ma est-elle diagonalisable ?
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Soit E un espace vectoriel r�eel muni d'un produit scalaire not�e h�; �i, la norme
associ�ee �etant not�ee k � k.

Soient x1; : : : ; xn des vecteurs de E tels que :�
8 i 2 [[1; n]]; kxik = 1

8 i; j 2 [[1; n]]; i 6= j =) kxi � xjk = 1

1. Calculer, pour tout couple d'indices i et j, hxi; xji.

2. Soit A = (ai;j) la matrice carr�ee d'ordre n, de terme g�en�erique ai;j =
hxi; xji. Montrer que A est inversible et en d�eduire que la famille (x1; : : : ; xn)
est libre.
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Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a deux et E un espace vectoriel euclidien
de dimension n, dont le produit scalaire est not�e h�; �i.

Soit (e1; e2; : : : ; en) une base de E.

Pour tout x de E on pose : F (x) =
nP

k=1

hx; ekiek.

1. a) L'application F est-elle un endomorphisme de E ?

b) L'application F est-elle injective, surjective ?

c) L'application F est-elle un endomorphisme sym�etrique de E ?

d) Caract�eriser les bases (e1; e2; : : : ; en) telles que F soit un projecteur.

2. a) Montrer que les valeurs propres de F sont strictement positives.

b) Montrer qu'il existe un automorphisme sym�etrique s de E �a valeurs
propres strictement positives tel que s = (s � F )�1.

c) Montrer que
�
s(e1); s(e2); : : : ; s(en)

�
est une base orthonorm�ee de E.

14



On consid�ere la matrice A =

�
a b

c d

�
2 M2(Z). On suppose qu'il existe un

entier n � 2 tel que An = I2, o�u I2 d�esigne la matrice identit�e de M2(R). Le
but de cet exercice est de montrer que A12 = I2.

On note � l'ensemble des valeurs propres (r�eelles ou complexes) de A.

1. Montrer que � 2 � si et seulement si �2 � (a + d)� + (ad � bc) = 0. En
d�eduire que � n'est pas vide.

On admettra que la matrice A v�eri�e la relation : A2�(a+d)A+(ad�bc)I2 =
0 (?) .

2. Montrer que � v�eri�e l'une, et l'une seulement, des deux propositions
suivantes :
a) � � f�1; 1g
b) il existe un entier p tel que 1 � p < n=2 et � = fe�2ip�=n; e2ip�=ng

Que peut-on dire, dans ce cas, du nombre 2 cos(2p�=n) ?

3. On suppose que card(�) = 2. En �etudiant les di��erents cas, montrer que
A
12 = I2.

4. On suppose que � = f1g et que A 6= I2.

a) En utilisant la relation (?), montrer que Ker(A� I2) = Im(A� I2)

b) En d�eduire que A est semblable �a :

T =

�
1 1
0 1

�
c) Calculer T k, pour k � 1. En d�eduire une contradiction.

5. Montrer que si � = f�1g et A 6= �I2, on arrive �egalement �a une
contradiction.

Conclure.
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Soit E le R-espace vectoriel des fonctions polynômes �a coe�cients r�eels. Pour
P et Q dans E, on pose :

hP;Qi =

Z +1

0

e�tP (t)Q(t) dt

1. V�eri�er que l'on d�e�nit ainsi un produit scalaire sur E.

2. Soit f d�e�nie sur R3 par f(x; y; z) =

Z +1

0

e�t(t3 + xt
2 + yt+ z)2 dt

Montrer qu'il existe un unique triplet (x0; y0; z0) tel que f pr�esente en
(x0; y0; z0) un minimum absolu et d�eterminer ce triplet.
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1. Dans cette question, on note E le R-espace vectoriel R3 et l'on consid�ere
une base B = (e1; e2; e3) de E.

On note p1 et p2 les endomorphismes de E de matrices respectives :

A1 =

0
@ 0 1 0

0 0 0
0 0 0

1
A et A2 =

0
@ 0 �1 0

0 0 0
0 0 1

1
A dans la base B.

Montrer que p = p1+p2 est un projecteur de E et que p1�p2 = p2�p1 = 0L(E).

Les endomorphismes p1 et p2 sont-ils des projecteurs de E ?

Dans toute la suite, E est un R-espace vectoriel de dimension �nie n > 1.

2. On appelle trace d'une matrice M 2Mn(R), et l'on note tr(M), la somme
de ses coe�cients diagonaux.

Montrer que l'application tr est une application lin�eaire du R-espace vectoriel
Mn(R) vers R et que, pour tout couple (A;B) 2 [Mn(R)]

2 , tr(AB) =
tr(BA).

Soit f un endomorphisme de E. Montrer que, quelles que soient les bases B
et B0 de E, les matrices respectives M et M 0 de f dans les bases B et B0 ont
même trace.

Cette trace, qui ne d�epend donc que de f , est appel�ee trace de f .

3. Montrer que la trace d'un projecteur de E est �egale �a son rang.

4. Soit un entier m > 2. On consid�ere des endomorphismes f1; f2; : : : ; fm de

E v�eri�ant
mP
i=1

fi = idE.

Montrer que les quatre propositions suivantes sont �equivalentes :

(i) pour tout couple (i; j) 2 f1; 2; : : : ;mg2 v�eri�ant i 6= j, fi � fj = 0L(E) ;

(ii) pour tout i 2 f1; 2; : : : ;mg, fi est un projecteur de E ;

(iii)
mP
i=1

rg fi 6 n ;

(iv) E =
mL
i=1

Im fi.

(On pourra montrer que (ii) implique (iii) �a l'aide de l'application trace.

Pour �etablir que (iii) implique (iv), on pourra commencer par montrer que

Im(f1 + f2 + � � � + fm) � Im f1 + Im f2 + � � �+ Im fm.)

5. Soit un entier m > 2. On consid�ere des projecteurs p1; p2; : : : ; pm de E.

Montrer que les deux propositions suivantes sont �equivalentes :

(i) pour tout couple (i; j) 2 f1; 2; : : : ;mg2 v�eri�ant i 6= j, pi � pj = 0L(E) ;
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(ii) p =
mP
i=1

pi est un projecteur de E.
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