Soit £ une base de R?, et u un endomorphisme de R? tel que la matrice

associée & u dans £ soit
a b

c d
1. En utilisant la méthode du pivot de Gauss, déterminer I’équation du second
degré que doivent vérifier les valeurs propres de U.

U=

2. En déduire que a + d et ad — bc ne dépendent pas de la base £, mais
uniquement de I’endomorphisme u.

3. Calculer U? — (a + d)U + (ad — be) Iz, ol I, représente la matrice identité
de MQ(]R)

4. On suppose que a + d # 0. Montrer que si U? est diagonalisable, alors U
lest également. Ce résultat est-il encore vraisia+d =07



On désigne par ® Papplication définie sur R[X] par

(V P e R[X]) ®P)=(X*-1)P"+(2X +1) P
Soit n un entier naturel non nul et E, = R,[X] le sous-espace de R[X] des
polynomes de degré inférieur ou égal a n.
1. a) Vérifier que la restriction de ® a E, est un endomorphisme de E,,
noté ®,,.

b) Exprimer la matrice de ®,, dans la base canonique (l,X, X2, ... ,X")
de E,,.

c) Déterminer les valeurs propres de ®,,. L’endomorphisme ®,, est-il diago-
nalisable ?

d) Montrer que, pour tout entier k € [0,n], il existe un unique polynéme Hj,
de degré k et de coefficient dominant égal & 1, qui est vecteur propre de &,,.

a) Justifier (brievement) que :

o fF

définit un produit scalaire sur R[X

b) En observant que :
(x> = 1) P"(z) + 2z P'(z) = % [(z* — 1) P'(z)]

montrer que, pour tous polynémes P et () de R[X], on a :

(®(P) | Q) = / (1= 202 (1 4+ 2)'/2 P'(2) Q' (w)da

-1
c¢) En déduire que la famille (Hy)o<r<n est une base orthogonale de E,,.



1. Soit F la fonction définie sur R? par :
F(z,y,2) = 242% + 2y* + 22 + 120y + 2yz + 420 — 240z — 48y — 122
a) Déterminer les points critiques de F'.
b) Montrer que :
F(z,y,2) = 2z +y+2—6)* + (4o + y — 18)? + 4(z — 9)* — 684

¢) Montrer que F atteint son minimum sur R® en un unique point. Préciser
ses coordonnées, ainsi que la valeur du minimum.

—+o0
2. a) Rappeler la valeur de I,, = / e tndt.
0

b) Justifier la convergence et exprimer en fonction de F', I'intégrale :
+oo 9
I(a,b,c):/ et (P —at? —bt—c)dt
0

c) Déterminer :

I'= inf I(a,b,c)
(a,b,c)ER3

3. a) Justifier (brievement) que :

+oo
(P1Q)= [ e PmQ

définit un produit scalaire sur l’espace vectoriel R3[X] des polynémes a
coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.

b) Calculer la distance du polynome Py(X) = X? au sous-espace H = Ry[X]
des polynomes de R[X] de degré inférieur ou égal a 2.

¢) Soit T(X) = a X? + b X + c un polynéme appartenant & H.
Montrer que T est la projection orthogonale du polynéme X2 sur le sous-
espace H si et seulement si :

OF
%(a) b: C) =0
OF
a—y(a, b, C) = 0
OF
a(a, b, C) = 0

et retrouver le résultat précédent.



On considere 'espace M p(R) des matrices carrées d’ordre p > 2, & coefficients
réels.

Pour A € M,(R), on note par ‘A la matrice transposée de A.

Uy U1
Siu=| : | etv=1 : | sont deux vecteurs de R, on pose :

Up Up

<u|v>=uvr + -+ upvp.

Si u € RP, on note ||u|| la norme euclidienne du vecteur u .
1. a) Montrer que la matrice !AA est symétrique et que ses valeurs propres
sont, positives. On notera ¢ sa plus grande valeur propre.

b) Montrer que ||Az|” < ¢|jz||> pour tout z € R?. En déduire que pour tout
couple de vecteurs = et y de RP et pour tout entier £ > 0, on a :

E
(%) |< AFz |y >| < e [l lyll

On dit qu’une suite (Uy,)n>0 de matrices de M, (R) converge vers une matrice
U € M,(R) si chaque coefficient de U,, converge, lorsque n tend vers l'infini,
vers le coefficient correspondant de la matrice U. On note €; le j-éme vecteur
de la base canonique de RP.

2. a) Soient (i,5) € {1,...,p}> En utilisant la relation (x), montrer que la

;. < Ak(ii | gj >
série E ———— est convergente.

K!
k>0
b) Soit n € N. On définit la matrice B,, par :
n sk
b st
k!
k=0

Montrer que la suite (Bj,)n>1 converge vers une matrice que l'on notera
exp(A4).

¢) Montrer que si A est une valeur propre de A, alors e* est une valeur propre
de exp(A).

d) Calculer exp(A) lorsque A est une matrice diagonale.



On considére 'espace M, (R) des matrices carrées d’ordre p > 2 & coefficients
réels. Soient A et B deux matrices de Mp(R).
1. a) Montrer que l’on a :

Ker(B) C Ker(AB)

Im(AB) C Im(A)
b) Montrer que si le produit AB est inversible, alors les matrices A et B sont
inversibles.

2. Soit A un réel non nul.

a) Montrer que la matrice (AI — AB) est inversible si et seulement si la matrice
(M — BA) lest.

b) On suppose dans cette question que A n’est pas valeur propre de la matrice
AB. Montrer que ’on a alors :

I A
= 4 (M -BA™'B

c) Montrer que les matrices AB et BA ont les mémes valeurs propres.

(M — AB)

3. On considere les matrices de M, (R) suivantes :

1 0 ... 0 11 ... 1
1 : 00 ... 0
A=~ letB=|. . :
10 . 0 00 ... 0

a) Déterminer les valeurs propres de la matrice BA.

b) Calculer, apres avoir justifié son existence, I'inverse de la matrice [ — AB.



Soit n un entier naturel tel que n > 2 et H = (a;,;) la matrice de M, (R)
définie par :

.. 1
Y(i,j) € {1,...n}?% Qij = —
1. Montrer que H est diagonalisable dans M,,(R).
T
2.S0it X = | € Mp1(R). On pose ¢(X) =‘XHX.
Tn

1
a) Vérifier que ¢(X) = / (21 + Tot + - - + 2" )2,
0

b) En déduire que les valeurs propres de H sont strictement positives et que
H est inversible.

¢) Montrer que VX € M, 1(R), tXH™'X >0, et que tXXH'X = 0 si et

seulement si X = 0.

3. On note || X|| = /2% + --- + 22, a, la plus petite valeur propre de H et

b, la plus grande valeur propre de H.

a) Montrer que pour tout X € M, 1(R), a,||X|* < ¢(X) < b,||X]]*.

b) On note diag(\i, . . -, A,) une matrice diagonale semblable & H et on admet
n n

que Z)\k = Zak,k-
k=1 k=1

n

Montrer que na, < Z Qg k-

k=1
c¢) On considere la suite (hy,) définie pour n > 1 par :
1 1
hp=14+—-+---+—
2 n

Montrer que la suite (h, —Inn) est convergente. En déduire que lirf an = 0.
n——+0oo



Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n et f, g, h trois endomor-
phismes de E tels que :

fog=h,goh=f hof=yg
1.a) Comparer les images de ces trois endomorphismes ainsi que leurs noyaux.
b) Montrer que f2 = g> = h? et, en calculant h%o f o h%, montrer que f°> = f.
c) Montrer que les noyaux des puissances de f sont tous égaux et en déduire
que Im f et Ker f sont supplémentaires.
2. On suppose maintenant que f, g, h sont de rang n.

a) Quelles sont les valeurs propres possibles de f ?
Montrer que les sous-espaces propres de f (s'il y en a) sont stables par g et
par h.

On suppose désormais que f est un endomorphisme symétrique.
b) Montrer que f? = Ig (I'endomorphisme identité de E) et que f,g,h
commutent deux a deux.

c) En déduire que f, g, h admettent une base commune de vecteurs propres.



Soit @ un réel strictement positif et E ’ensemble des fonctions réelles
continues sur [0,a]. On considere les fonctions s et ¢ de E définies pour tout
x € [0,a] par s(z) = sin(z) et ¢(z) = cos(z). On définit en outre 'application
® de F dans FE par :

V(z, f) € [0,a] x E, ®(f)(z) = /Oa f (@) sin(z + t)dt

1. Montrer que ® est un endomorphisme de E.

2. Montrer que (®(s), ®(c)) est un systéme libre de E.

3. Déterminer Im ®.

4. On suppose désormais que a = m/2. Déterminer les valeurs propres non
nulles de ® ainsi que les sous-espaces propres associés.

5. On note F’ le sous-espace vectoriel de E engendré par s et c. Montrer que la
restriction de ® a F' est un endomorphisme de F. Cet endomorphisme est-il
diagonalisable ?



Soit E I’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n, (n > 2) formé des
matrices A = (a; ;) vérifiant :
il existe un réel unique noté m(A) vérifiant la propriété suivante :

V(Z,]) S {1,...,”}2, Zai,k = Zak,j :m(A)
k=1 k=1

On considere en outre la matrice J = (j,,4) de E définie par :
pour tout (p> q) € {]—7 te )n}27jpﬁq =1

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M, (R). Calculer A.J et J.A
pour A € E. En déduire que E est stable par la multiplication des matrices
et que application m : A — m(A) est une application linéaire de E sur R.

2. Soit, G la droite vectorielle engendrée par J et soit H = Kerm le noyau de
A

m. Montrer que E = G® H. (on pourra considérer la matrice A — <M> J,
n

pour A € E).

3. Pour tout couple (k,I) € {2,...,n}?, on considére la matrice H*! dont
tous les éléments sont nuls excepté :
k,l k,l k,l k.l
hiy =hgp =1, et hyyp=hyy = -1

Montrer que pour tout couple (k,I) € {2,...,n}%, H®! est élément de H et
que l’ensemble des matrices (H*!) forme une base de H (si A = (a;;) € H,
on pourra considérer la matrice A" = Z ar HRY).

2<k,1<n
En déduire la dimension de E.



Soit m un entier naturel supéreur ou égal & 2. On considere R muni du
produit scalaire canonique ( , ). On identifiera R* et M,, 1(R), 'ensemble
des matrices colonne a coefficients réels.

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n vérifiant :
T

Pour tout X = | : | € M, 1(R), ‘XAX >0, et 'XAX =0=X =0.
Tn

1. Montrer que les valeurs propres de A sont des réels strictement positifs.

Soit C' un élément de M,, 1(R) fixé. Soit f la fonction définie sur R™ par,
pour tout X € My, 1(R) :

F(X) = (AX, X) — 2(C, X)
2. Déterminer les points critiques de f.

3. Déterminer la nature de ces points.

10



Soit n un entier naturel tel que n > 2. Dans tout ’exercice, E désigne un
espace vectoriel de dimension n, et f est un endomorphisme de E.

Par convention f° = id (application identité) et on définit par récurrence
pour k € N*, f* par f¥ = fo fk=1

On dira que f est cyclique s’il existe un vecteur zo de E tel que :

(l'o,f(l'o), .. '7fn71(m0))

soit une base de E.

1. Montrer que si f est cyclique, alors (id, f,..., f*"!) est une famille libre
d’endomorphismes de E.

2. Indiquer a quelles conditions un projecteur de E est cyclique.

3. Dans cette question, on suppose que E est ’espace vectoriel des polynomes
a coefficients réels de degré inférieur ou égal & n—1, et on considere I’endomor-
phisme d de E défini par : VQ € E,

d(@)(X) =Q(X +1) - Q(X)
a) Que peut-on dire du degré de d(Q) relativement & celui de @ ?

b) Déterminer le noyau, I'image, les valeurs propres et les vecteurs propres
de I’endomorphisme d. Est-il diagonalisable ?

c) L’endomorphisme d est-il cyclique ?

4. On suppose dans cette question que f admet n valeurs propres distinctes

A1,..., A, et soient eq,...,e, des vecteurs propres respectivement associés.
n
Montrer & ’aide du vecteur zo = Y e, que f est cyclique.
k=1
5. On suppose dans cette question que f est diagonalisable et admet p valeurs
propres distinctes A,..., A, avec p < n. On pose
P
P(X) =[x =x)
k=1

a) Calculer P(f)(z) lorsque z est un vecteur appartenant & I'un des sous-
espaces propres de f.

b) En déduire que P(f) est ’endomorphisme nul.
c) f est-t-il cyclique ?

11



Dans tout 'exercice, n est un entier naturel supérieur ou égal & 2 et C désigne
I’ensemble des nombres complexes.

Sia = (ag,.-.,an—1) € C*, on note M, la matrice de M,(C) de terme

général
1 sii=j5+1
mi; =94 a;—1 Sij=n

0 dans tous les autres cas

On note P, le polyndéme défini par : P,(X) = X" — Y ap XF
k=0

1. Soit A une valeur propre de M,. Déterminer le rang de la matrice M, — \I,.
En déduire la dimension du sous-espace propre associé.
2. Montrer que pour A € C, X est valeur propre de M, si et seulement si
P,(\) =0.
3. En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur P, pour que
M, soit diagonalisable.
4. On pose Q(X) = (X + 1)t — X"+l — 1. Montrer que @ posséde une
racine multiple si et seulement si n est multiple de 6.
Chi Ol

5. On prend dans cette question a = [0, ——2+tL . — ot ou C?

p d T n4+17777 n41) m
désigne le coefficient binomial habituel. Pour quelles valeurs de n la matrice
M, est-elle diagonalisable ?

12



Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire noté (-, -), la norme
associée étant notée || - ||.

Soient 1, ...,r, des vecteurs de F tels que :
{Vi € [L,n],||z:]| =1
V’L,] € [[l,n]],i 7&] = ||xl _w]'“ =1
1. Calculer, pour tout couple d’indices i et j, (z;, ;).

2. Soit A = (ai ;) la matrice carrée d’ordre n, de terme générique a;; =
(xi, ;). Montrer que A est inversible et en déduire que la famille (21, ...,z,)
est libre.

13



Soit n un entier supérieur ou égal a deux et E un espace vectoriel euclidien
de dimension n, dont le produit scalaire est noté (-, -).

Soit (e1,es,...,ey,) une base de E.
n

Pour tout z de E on pose : F(z) = _ (z, ex)ek.
k=1

1. a) L’application F' est-elle un endomorphisme de E ?

b) L’application F' est-elle injective, surjective ?

c) L’application F' est-elle un endomorphisme symétrique de E ?

d) Caractériser les bases (e, ea,...,e,) telles que F' soit un projecteur.
2. a) Montrer que les valeurs propres de F' sont strictement positives.

b) Montrer qu’il existe un automorphisme symétrique s de E a valeurs
propres strictement positives tel que s = (s o F)~1.

¢) Montrer que (s(e1), s(es), ..., s(e,)) est une base orthonormée de E.
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On consideére la matrice A = Z Z € M2 (Z). On suppose qu'il existe un

entier n > 2 tel que A™ = I,, ou I, désigne la matrice identité de M (R). Le
but de cet exercice est de montrer que A'? = I,.

On note o ’ensemble des valeurs propres (réelles ou complexes) de A.

1. Montrer que A € o si et seulement si A2 — (a + d)A + (ad — be) = 0. En
déduire que o n’est pas vide.

On admettra que la matrice A vérifie la relation : A2 —(a+d)A+ (ad—be)l; =
0 (%) .

2. Montrer que o vérifie I'une, et 'une seulement, des deux propositions
suivantes :

a) o C{-1,1}

b) il existe un entier p tel que 1 < p < n/2 et o = {e 2P7/7 e2ipT/n}
Que peut-on dire, dans ce cas, du nombre 2 cos(2pz/n) ?

3. On suppose que card(c) = 2. En étudiant les différents cas, montrer que
A2 = [,

4. On suppose que o = {1} et que A # I.
a) En utilisant la relation (%), montrer que Ker(4 — I) = Im(A — I)
b) En déduire que A est semblable & :

11
(5 1)
¢) Calculer T*, pour k > 1. En déduire une contradiction.

5. Montrer que si ¢ = {—1} et A # —I5, on arrive également & une
contradiction.

Conclure.

15



Soit E le R-espace vectoriel des fonctions polynomes & coefficients réels. Pour
P et (Q dans E, on pose :

+oo
(P,Q) = / e P(1)Q(t) dt

1. Vérifier que ’on définit ainsi un produit scalaire sur E.
+oo
2. Soit f définie sur R® par f(z,y,2) = / e (1P +xt? +yt +2)2dt

0
Montrer qu’il existe un unique triplet (zo,yo0,20) tel que f présente en
(0, Y0, Z0) un minimum absolu et déterminer ce triplet.
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1. Dans cette question, on note E le R-espace vectoriel R® et I’on consideére
une base B = (e, ez,e3) de E.
On note p; et py les endomorphismes de E de matrices respectives :

010 0 -1 0
Ai=10 0 0)JetAy=]10 0 0] dansla base B.
0 0 0 0 0 1

Montrer que p = p1+p2 est un projecteur de E et que propz = p2op1 = Oz (p)-
Les endomorphismes p; et ps sont-ils des projecteurs de E 7

Dans toute la suite, E est un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
2. On appelle trace d’une matrice M € M, (R), et ’on note tr(M), la somme
de ses coeflicients diagonaux.

Montrer que I’application tr est une application linéaire du R-espace vectoriel
M, (R) vers R et que, pour tout couple (4,B) € [M,(R)]?, tr(AB) =
tr(BA).

Soit f un endomorphisme de E. Montrer que, quelles que soient les bases B
et B’ de E, les matrices respectives M et M’ de f dans les bases B et B’ ont
méme trace.

Cette trace, qui ne dépend donc que de f, est appelée trace de f.

3. Montrer que la trace d’un projecteur de E est égale a son rang.

4. Soit un entier m > 2. On considére des endomorphismes fi, fo,-.., fm de
m

E vérifiant Y f; = idg.
i=1

Montrer que les quatre propositions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout couple (i,7) € {1,2, ..., m}? vérifiant i # j, fio f; = Oz(p) ;
(ii) pour tout ¢ € {1,2, ...,m}, f; est un projecteur de E;
m
(iii) > rg fi <
i=1

(iv) E = @ TIm fi.
=1

(On pourra montrer que (i) implique (ii) a 'aide de 'application trace.
Pour établir que (i) implique (iv), on pourra commencer par montrer que
Im(fi+fot- +fn) CImfi+Imfo+ - +Imfpn.)

5. Soit un entier m > 2. On considere des projecteurs py,ps, ..., pm de E.
Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout couple (i,j) € {1,2,...,m}? vérifiant i # j, p;op; = Oc(B);
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m
(ii) p = Y p; est un projecteur de E.
i=1
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