
La lettre K repr�esente R ou C .

On consid�ere un K -espace vectoriel de dimension �nie non nulle E.

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables de E v�eri�ant f�g = g�f .
On note �1; �2; : : : ; �p les valeurs propres (distinctes) de f et F1; F2; : : : ; Fp
les sous-espaces propres de f respectivement associ�es, ainsi que �1; �2; : : : ; �q
les valeurs propres (distinctes) de g et G1; G2; : : : ; Gq les sous-espaces propres

de g respectivement associ�es.

En�n, pour (i; j) 2 f1; 2; : : : ; pg � f1; 2; : : : ; qg, on note Hi;j = Fi \Gj .

1. Pour k 2 f1; 2; : : : ; pg, on d�e�nit le polynôme Lk =
pQ

i=1
i6=k

X � �i
�k � �i

�

1. a) Soit (k; j) 2 f1; 2; : : : ; pg2. Montrer que, quel que soit v 2 Fj :

Lk(f)(v) =

�
0E si k 6= j,

v si k = j.

b) Soit maintenant U un sous-espace de E stable par f .

Montrer que, pour tout k 2 f1; 2; : : : ; pg, U est stable par Lk(f).

D�eduire des deux r�esultats pr�ec�edents que U �
pL

i=1

(U \ Fi).

Conclure que U =
pL
i=1

(U \ Fi).

Montrer en�n que l'endomorphisme de U induit par f est diagonalisable.

2. Montrer que, quel que soit j 2 f1; 2; : : : ; qg, Gj est stable par f .

3. Montrer que, quel que soit j 2 f1; 2; : : : ; qg, Gj =
pL
i=1

Hi;j .

4. En d�eduire qu'il existe une base de E enti�erement constitu�ee de vecteurs

propres la fois de f et de g.

5. Montrer que tout endomorphisme de E appartenant Vect(id; f; g; g � f)
est diagonalisable.



Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2.

On consid�ere une matrice P = (pi;j)16i;j6n 2 Mn(C ) strictement stochas-

tique, ce qui signi�e que les coef�cients pi;j de P sont tous des r�eels stricte-

ment positifs et que, pour tout i 2 f1; 2; : : : ; ng,
nP

j=1

pi;j = 1.

Bien que les coe�cients de P soient r�eels, nous consid�erons dans la suite que

P appartient �aMn(C ) : il s'ensuit que les valeurs propres de P sont �el�ements

de C et que ses colonnes propres sont �el�ements de Mn;1(C ).

1. Montrer que 1 est valeur propre de P et donner l'exemple d'une colonne

propre de P associ�ee �a 1.

2. Montrer que toute valeur propre � de P est de module inf�erieur ou �egal �a

1.

On consid�erera une colonne propre de P associ�ee �a � et on utilisera la norme

in�nie canonique de Mn;1(C ).

3. Montrer que toute valeur propre � de P de module �egal �a 1 est elle-même

�egale �a 1 et que son sous-espace propre associ�e est une droite (�a pr�eciser).

On consid�erera une colonne propre C de P associ�ee �a � telle que kCk1 = 1 et

on montrera que les parties r�eelles des composantes de C sont toutes �egales.

4.Montrer que toute matrice strictement stochastique appartenant �aM2(C )

est diagonalisable et pr�eciser, en fonction de ses coe�cients, ses valeurs

propres ainsi qu'une base de colonnes propres.

5. Quelles sont les valeurs propres de la matrice strictement stochastique :

M1 =
1
8

0
@ 1 4 3

4 2 2

3 4 1

1
A ?

Est-elle diagonalisable ?

La matrice strictement stochastique M2 = 1
4

0
@ 2 1 1

1 2 1

1 1 2

1
A est-elle diagonal-

isable ?
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On consid�ere la fonction ' : R ! R d�e�nie par la relation '(x) =Z
�=2

0

e�x sin t dt.

1. En utilisant l'in�egalit�e de Taylor-Lagrange, montrer que, quel que soit

u 2 R, jeu � 1� uj 6 u2

2
ejuj.

2. En d�eduire que, pour tout (x; h) 2 R
2 :��'(x+ h)� '(x) + h

Z �=2

0

e�x sin t sin t dt
�� 6 1

2
h2 ejhj '(x).

3. En d�eduire que ' est d�erivable sur R et que, quel que soit x 2 R :

'0(x) = �
Z

�=2

0

e�x sin t sin t dt.

Indiquer sans d�emonstration pourquoi ' est deux fois d�erivable sur R et

pr�eciser sa d�eriv�ee seconde.

4. Montrer que, pour tout x 2 R, '0(x) < 0 et '00(x) > 0.

5. �Etudier la variation de x 7! x�'(x) et montrer qu'il existe un et un seul

r�eel x tel que '(x) = x.

On note � ce r�eel. Montrer que 0 < � < 1. On justi�era (et utilisera) que,

pour tout t 2 [0; �=2], sin t > 2
�
t. On admettra que �

2
(1� e�1) < 0;993.

On consid�ere maintenant une suite r�eelle (un)n2N v�eri�ant, pour tout n 2 N,

un+1 = '(un).

6. Montrer que, pour tout x 2 R, '(x) > 0 et '
�
'(x)

�
< �

2
�

(Par cons�equent, 0 < u2 <
�
2
�)

Montrer aussi que, pour tout x 2 ]0;+1[;�1 < '0(x) < 0.

7. Que peut-on dire de la suite (un)n2N si u2 = � ?

8. On suppose que u2 < �. Montrer que u2 < � < u3 et plus g�en�eralement

que, pour tout n 2 N
� , u2n < � < u2n+1.

Montrer que la suite (u2n)n2N� crô�t et que la suite (u2n+1)n2N� d�ecrô�t.

Montrer que, pour tout x 2 [u2; u3], j'0(x)j 6 j'0(u2)j < 1. En d�eduire que

la suite (un)n2N converge vers �.

9. Que peut-on dire de la suite (un)n2N si u2 > � ?
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1. Montrer que, pour tout x 2 R, l'int�egrale

Z +1

�1

e�t
2

cos(2xt) dt converge.

On note f(x) sa valeur.

Montrer de même que, pour tout x 2 R, l'int�egrale

Z +1

�1

t e�t
2

sin(2xt) dt

converge.

Montrer en�n que l'int�egrale

Z +1

�1

t2 e�t
2

dt converge et pr�eciser sa valeur.

2. Soit (x; h) 2 R
2 . Montrer que, pour tout t 2 R :�� cos�2(x+ h)t

�
� cos

�
2xt
�
+ 2ht sin

�
2xt
��� 6 2h2t2.

En d�eduire que :��f(x+ h)� f(x) + 2h

Z +1

�1

t e�t
2

sin(2xt) dt
�� 6 2h2

Z +1

�1

t2 e�t
2

dt.

3. Montrer que la fonction f est d�erivable sur R et que, pour tout x 2 R :

f 0(x) = �2
Z +1

�1

t e�t
2

sin(2xt) dt.

4. Au moyen d'une int�egration par parties, montrer que, pour tout x 2 R :

f 0(x) = �2xf(x).
En d�eduire que la fonction x 7! ex

2

f(x) est constante sur R et calculer la

valeur de cette constante (on recherchera pour cela la valeur de f en 0).

En conclusion, quelle est, pour tout x 2 R, la valeur de f(x) ?

5. Soit x 2 R. Montrer que les int�egrales

Z +1

�1

e�t
2

sin(2xt) dt,

Z +1

�1

e�t
2

cos2(xt) dt

et

Z +1

�1

e�t
2

sin2(xt) dt convergent et calculer leurs valeurs respectives.
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On consid�ere la suite (un) d�e�nie par u0 > 0 et 8n > 0; un+1 = 3

s
nP

k=0

uk.

1. Exprimer un+1 en fonction de un.

2. Montrer que la suite (un) est croissante et d�eterminer sa limite.

3. Montrer que un+1 �
(+1)

un et un+1 � un �
(+1)

1
3un

.

Quelle est la nature de la s�erie de terme g�en�eral vn = 1
un

?

4. Ecrire une fonction Pascal de deux variables n et a permettant de calculer

un lorsque u0 = a.
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On note E = C([0; 1];R) l'espace des fonctions r�eelles d�e�nies et continues

sur le segment [0; 1].

Soit u : f 2 E 7! u(f) d�e�nie par :

8x 2 [0; 1]; u(f)(x) =

Z 1

0

min(x; t)f(t) dt.

1. V�eri�er que u est un endomorphisme de E.

2. Soient f et g deux fonctions de E telles que u(f) = g.

a) Montrer que g est de classe C2 sur [0; 1].

b) Calculer g(0) et g0(1).

3. Montrer que u est injectif.

4. D�eterminer l'image Im u de u.

5. On pose, pour x 2 [0; 1], f1(x) = sin
��x
2

�
et f2(x) = sin

�3�x
2

�
.

a) V�eri�er que (f1; f2) est une famille libre de E.

b) Soit F le sous espace vectoriel engendr�e par ff1; f2g. Montrer que F est

stable par u.

c) Donner dans la base (f1; f2) la matrice de la restriction �a F de u.

d) G�en�eraliser, en posant fk : x 7! sin
� (2k � 1)�x

2

�
.
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Soit f : x 7!
Z +1

x

e�t
2
=2dt.

1. a) Montrer que f est de classe C1 sur R.

b) Rappeler les valeurs de f(0) et de lim
x!�1

f(x).

2. a) Montrer que : 8x > 0; xf(x) < e�x
2
=2.

b) Montrer que l'int�egrale I =

Z +1

0

f(x) dx converge et la calculer.

3. a) On pose I(a; b) =

Z b

a

e2u(1�u)du. Calculer I(a; b) en fonction de f , a et

b.

b) En d�eduire la convergence et la valeur de

Z +1

1=2

e2u(1�u)du.

4. On pose, pour x r�eel, g(x) =

Z +1

x

e2u(1�u)du.

Montrer que l'int�egrale J =

Z +1

1=2

g(x)dx converge et la calculer.
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Soit E = R[X ] l'espace vectoriel des polynômes �a coe�cients r�eels. Pour tout

endomorphisme u de E et pour tout m 2 N, l'endomorphisme um est d�e�ni

par :

u0 = Id;8m > 1; um = u � um�1.

On note D l'application d�erivation qui �a tout P 2 E associe le polynôme

d�eriv�ee P 0.

Soit f un endomorphisme de E v�eri�ant :

(?) il existe (k;m) 2 (N� )2 tels que fk = Dm

1. Montrer que D est un endomorphisme surjectif de E. En d�eduire que f

est un endomorphisme surjectif de E.

2. D�eterminer KerDm.

3. Montrer que pour tout p 2 [[0; k]];Ker fp est de dimension �nie.

4. Soit p 2 [[0; k]] et ' l'application d�e�nie sur Kerfp par '(P ) = f(P ).

a) Montrer que ' est une application lin�eaire de Ker fp dans Ker fp�1.

b) D�eterminer son noyau et montrer que ' est surjective.

c) D�eterminer une relation entre la dimension de Ker fp et celle de

Ker fp�1.

5. En d�eduire la dimension de Ker fp en fonction de p et de la dimension de

Ker f .

6. D�eterminer une condition n�ecessaire et su�sante pour que la relation (?)

soit v�eri��ee.
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Pour tout (r; s) 2 (N� )2, on note Mr;s(R) l'espace vectoriel des matrices �a r

lignes et s colonnes �a coe�cients r�eels.

Dans cet exercice, n et p d�esignent deux entiers naturels sup�erieurs ou �egaux

�a 1 et A un �el�ement de Mn;p(R).

1. Montrer que tAA = 0 si et seulement si A = 0.

On suppose d�esormais que A 6= 0.

2. Montrer que les matrices tAA et A tA sont toutes deux diagonalisables dans

une base orthonorm�ee.

3. A tout vecteur colonneX 2 Mr;1(R), on associe la norme : kXkr =
p
tXX.

a) SoitW un vecteur propre de tAA associ�e �a une valeur propre �. Calculer

(kAWkn)2 en fonction de � et kWkp.
b) En d�eduire que les valeurs propres de tAA sont des r�eels positifs ou nuls.

4. a) Montrer que tAA et A tA ont les mêmes valeurs propres non nulles.

b) Montrer que Ker(tAA) = KerA et que Ker(A tA) = Ker tA. En d�eduire

que tAA et A tA ont même rang.

c) Quelle relation existe entre les valeurs propres de ces deux matrices ?
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1. a) D�eterminer l'ensemble I des r�eels x pour lesquels la s�erie
P
k>0

(�1)kxk

converge.

b) Pour tout x 2 I , calculer
1P
k=0

(�1)kxk.

c) Pour tout n 2 N et x 2 I , on pose : Rn(x) =
1P

k=n+1

(�1)kxk.

Calculer Rn(x) et montrer que la s�erie
P
n>0

Rn(x) converge.

Calculer la somme
1P
n=0

Rn(x).

2. Soit (un) une suite r�eelle positive telle que la s�erie
P
n>1

un converge.

Pour tout n 2 N, on note Rn =
1P

k=n+1

uk.

a) Soit n 2 N �x�e. Calculer
nP

k=0

Rk �
nP

k=1

kuk en fonction de n et Rn.

b) Montrer que si la s�erie
P
n>0

Rn converge, alors la s�erie
P
n>0

nun converge.

3. a) On suppose que la s�erie
P
n>0

nun converge. Que vaut lim
n!+1

(n+ 1)Rn ?

b) En d�eduire que les s�eries
P
n>0

Rn et
P
n>0

nun sont de même nature et

qu'en cas de convergence, elles ont la même somme.

3. Application. Dans cette question un(x) =
1
nx

.

a) Pour quelles valeurs de x la s�erie
P
n>0

un(x) est-elle convergente ?

On note alors : �(x) =
1P
n=1

1
nx

, et 8n 2 N; Rn (x) =
1P

k=n+1

1
kx

Pour quelles valeurs de x la s�erie
P
n>0

Rn(x) est-elle convergente ? Exprimer

sa somme en fonction de �(x � 1).
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Soit (un)n>1 une suite telle que pour tout n > 1; un 2 ]�1; 1[.
Pour tout n > 1, on note pn =

nQ
k=1

(1 + uk).

1. a) On suppose dans cette question que un = 1
n
. La suite (pn) a-t-elle une

limite ?

b) On suppose maintenant que, pour tout n > 1, un 2 [0; 1[. Montrer que

la suite (pn) admet une limite �nie si et seulement si la s�erie
P
n>1

un converge.

c) Application. D�eterminer la limite de la suite (pn) lorsque un =
1

n(n+ 2)
�

2. a) On suppose dans cette question que u1 = 0 et un = � 1
n
pour n > 2.

La suite (pn) a-t-elle une limite ?

b) On suppose maintenant que un 2 ]�1; 0[, pour tout n > 1. Que peut-on

dire de la suite (pn) si la s�erie
P
n>1

un diverge ?

c) Montrer que la suite (pn) admet une limite � > 0 si et seulement si la

s�erie
P
n>1

un converge.

d) Application. D�eterminer la limite de la suite (pn) lorsque l'on a u1 = 0

et un = � 2
n(n+ 1)

, pour n > 2.

3. On suppose maintenant que un est de signe quelconque et que la s�erieP
n>1

un est absolument convergente. Que peut-on conclure sur la suite (pn) ?
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Soit f l'endomorphisme de R3 d�e�ni par f(x; y; z) = (x; 0; y).

1. D�eterminer le noyau et l'image de f .

2. Soit E = f(x; y; 0) j (x; y) 2 R
2g. D�eterminer f(E) et f�1(E).

3. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?
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Soit a un r�eel positif ou nul. Pour x 2 R, on pose Pa(x) = x3 + ax� 1.

1. Montrer que ce polynôme admet une unique racine r�eelle u(a).

On note u l'application d�e�nie sur R+ qui �a tout r�eel a associe u(a).

2. Montrer que u(R+ ) � R
+� .

3. Montrer que l'application u est strictement d�ecroissante sur R+ .

4. Calculer u(0), puis lim
a!+1

u(a).

5. Montrer que u est continue sur R
+� . Admet-elle un prolongement par

continuit�e en 0 ?

6. Montrer que u est d�erivable sur R
+� . Montrer qu'elle est �egalement

d�erivable �a droite en 0. Calculer pour tout a 2 R
+� , u0(a), ainsi que la valeur

de la d�eriv�ee �a droite en 0.

7. D�eterminer l'application r�eciproque de u.

8. Esquisser l'allure de la courbe repr�esentant u.
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Soient n > 3, E = Rn [X ] l'espace vectoriel des polynomes de degr�e inf�erieur

ou �egal �a n, b 2 R et ' : E ! E; f 7! '(f) d�e�ni par :

'(f)(x) = (x� b)
�
f 0(x) + f 0(b)

�
� 2
�
f(x)� f(b)

�
.

o f 0 dsigne la d�eriv�ee du polynôme f .

1. Montrer que ' est un endomorphisme de E.

2. D�eterminer le plus grand entier k v�eri�ant :

8 f 2 E; 9 � 2 E;'(f)(x) = (x� b)k�(x).

3. D�eterminer le noyau et l'image de '.

4. D�eterminer, pour k > 3, '(f) lorsque f(x) = (x � b)k. L'endomorphisme

' est-il diagonalisable ?
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Soit u l'endomorphisme de l'espace vectoriel E = R
3 d�e�ni, dans la base

canonique de cet espace, par la matrice

U =

0
@ 1 1 �1
0 �1 1

1 0 0

1
A

1. a) D�eterminer u � u � u.
b) En d�eduire tous les sous-espaces de dimension 1 stables par u .

2. Soit P un plan stable par u et soit v la restriction de u �a P .

a) Montrer que v n'est pas l'endomorphisme nul.

b) Montrer que v � v = 0.

c) Montrer qu'il existe x dans P tel que
�
x; v(x)

�
est une base de P .

d) Comparer P et l'image de u. Conclure.

3. D�eterminer tous les sous-espaces de E stables par u.
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Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n > 2 et soit u un endomor-

phisme de E .

1. Dans cette question uniquement on suppose qu'il existe un projecteur p de

E tel que p � u� u � p = u.

a) Montrer que u � p = 0.

b) En d�eduire que u � u = 0.

2. Dans cette question uniquement on suppose que u � u = 0.

a) Montrer que Im(u) � Ker(u).

b) Soit H un sous-espace vectoriel de E tel que : Im(u) � H � Ker(u) et

soit S un suppl�ementaire de H . Soit q la projection sur H parall�element �a S.

Calculer q � u� u � q.

3. Donner une condition n�ecessaire et su�sante pour qu'il existe un projecteur

p de E tel que p � u� u � p = u.

Cette condition �etant suppos�ee remplie, y-a-t'il toujours unicit�e du projecteur

p ?

4. Soit l'espace vectoriel E = R
2 et u l'endomorphisme de E dont la matrice

dans la base canonique est �egale �a

�
�2 4

�1 2

�
.

D�eterminer un projecteur p de E tel que p � u� u � p = u.
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1. Montrer que pour tout n 2 N, l'int�egrale

Z +1

0

n:e�t

1 + nt
dt est convergente.

Pour tout n 2 N
� , on note In cette int�egrale.

2. a) Soit Jn =

Z 1

1=n

e�u

u
du. Montrer que Jn est �equivalent �a ln(n) lorsque n

tend vers l'in�ni.

b) En d�eduire une constante C telle que In soit �equivalent �a C ln(n) pour

n tendant vers l'in�ni.

3. a) D�eterminer les valeurs de l'entier naturel n pour lesquelles la s�erie de

terme g�en�eral n:e�k

1 + nk
(k d�ecrivant N) est convergente. On note alors S(n) sa

somme.

b) Montrer que pour tout n 2 N
� on a 0 6 S(n)� n 6 In.

c) En d�eduire une constante D telle que S(n) soit �equivalent �a nD lorsque

n tend vers l'in�ni.
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Soit p un entier tel que p > 2. On note Hp l'ensemble des suites r�eelles

U = (un)n2N telles que un+p = un pour tout n 2 N.

1. Montrer que Hp est un espace vectoriel r�eel de dimension p.

2. Montrer que l'application ' d�e�nie sur Hp par, pour tout U = (un) 2 Hp :

'(U) =

p�1X
k=0

uk

est lin�eaire.

3. Soit x 2 [0; 1[. Montrer que la s�erie
P

unx
n converge.

On pose fU (x) =
+1P
n=0

unx
n.

Calculer fU (x) en fonction de PU (x) o�u PU =
p�1P
k=0

ukX
k.

En d�eduire que fU (x) admet une limite ` 2 R quand x tend vers 1 par valeurs

inf�erieures si et seulement si U 2 Ker'.
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1. Pour n 2 N, on pose In =

Z 1

0

xnp
1� x

dx.

Montrer que cette int�egrale est convergente. Calculer I0 et I1.

�Etudier la monotonie de la suite (In). En d�eduire sa convergence.

2. a) Montrer que (2n+ 1)In = 2nIn�1 pour tout n 2 N
� .

b) En d�eduire la nature de la s�erie de terme g�en�eral vn = ln(In)� ln(In�1),

puis la limite de la suite (In).

3. Pour n 2 N, on pose Jn =
p
nIn et Kn =

p
n+ 1In.

Montrer que les suites (Jn) et (Kn) sont adjacentes.

En d�eduire l'existence d'un r�eel � strictement positif tel que In � �p
n

au

voisinage de +1.

4. a) A l'aide de la relation de r�ecurrence de la question 2. a), trouver une

expression de In utilisant Cn

2n.

b) On admettra la formule de Stirling : n! � nne�n
p
2�n lorsque n est au

voisinage de +1.

D�eterminer �.
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Dans tout l'exercice on confond polynôme et fonction polynôme associ�ee.

1. On consid�ere l'application � : (R[X ])2 ! R d�e�nie par

�(P;Q) =

Z 1

0

P (x)Q(x)p
1� x

dx.

D�emontrer que � est un produit scalaire sur R[X ] qu'on notera h ; i .
La base canonique de Rn [X ] est-elle orthogonale pour ce produit scalaire ?

Pour tout n 2 N
� et tout polynôme non nul A de degr�e a inf�erieur ou �egal �a

n on note RA l'application de Rn [X ] dans Rn [X ] qui, au polynôme P , associe

le reste de la division euclidienne de P par A.

2. Dans cette question, on suppose que n = 3 et que A(X) = 1 +X +X2.

Donner la matrice de RA sur la base canonique de R3 [X ]. Pr�eciser le noyau

et l'image de RA.

3. Dans la suite, n est un entier sup�erieur ou �egal �a 2 et A un polynôme de

degr�e a non nul.

a) Montrer que RA est un endomorphisme de Rn [X ].

b) Montrer que RA est un projecteur dont on d�eterminera le noyau et

l'image en en donnant des bases respectives.

c) Donner les valeurs propres de RA ainsi que les sous-espaces propres

associ�es.

Pr�eciser les cas a = 0 et a = n.

4. a) On suppose que A n'admet pas de racine r�eelle dans [0; 1].

Montrer alors que 1 et A ne sont pas orthogonaux pour le produit scalaire

h ; i.
b) On suppose a est sup�erieur ou �egal �a 1 et que A admet une racine r�eelle

x0 appartenant �a [0; 1], c'est-�a-dire que A = (X�x0)B o�u B est un polynôme

de degr�e a� 1.

Montrer que B et (X � x0)
2B ne sont pas orthogonaux.

c) En d�eduire que si a 6= 0 et a 6= n, RA n'est pas un projecteur orthogonal.
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On rappelle que la donn�ee d'une fonction polynomiale sur [0; 1] d�e�nit

enti�erement cette fonction sur R.

1. A toute fonction polynomiale P de R[X ] on associe la fonction '(P ) d�e�nie

sur [0; 1] par :

'(P )(x) =
p
1� x

Z 1

x

P (t)p
1� t

dt.

a) Rappeler pourquoi la famille B = (1; 1�X; : : : ; (1�X)n) est une base

de Rn [X ].

b) Calculer, pour p 2 N, l'image par ' de (1�X)p.

c) Montrer que l'application P 7! '(P ) d�e�nit une application lin�eaire de

R[X ] dans R[X ].

Pour P 2 R[X ], pr�eciser le degr�e de '(P ) en fonction de celui de P .

d) L'endomorphisme ' est-il injectif ? surjectif ? Quelles sont les valeurs

propres �eventuelles de ' ?

2. a) Soit Fn le sous-espace vectoriel de Rn+1 [X ] de base B0 d�e�nie par :
B0 =

�
(1�X); (1�X)2; : : : ; (1�X)n+1

�
.

Montrer que '(Rn [X ]) = Fn.

Soit 	n la restriction de ' �a Rn [X ] comme ensemble de d�epart et �a Fn comme

ensemble d'arriv�ee.

b) �Ecrire la matrice Mn de 	n relativement aux bases B et B0.
En d�eduire que 	n est un isomorphisme de Rn [X ] sur Fn. D�eterminer M�1

n

ainsi que 	�1
n ((1�X)k) pour 1 6 k 6 n+ 1.

Pr�eciser les valeurs propres de Mn.

c) Soit k un entier tel que 2 6 2k 6 n. Soit Pk(X) = Xk(1�X)k.

Montrer que Pk est un �el�ement de Fn. Le d�ecomposer sur la base B0.
D�eterminer 	�1

n
(Pk). En d�eduire les ant�ec�edents de Pk par '.
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Soit � un r�eel strictement sup�erieur �a 1.

1. Montrer que l'int�egrale

Z +1

0

dt

(1 + t�)n
converge pour tout n 2 N

� .

On pose alors un(�) =

Z +1

0

dt

(1 + t�)n
.

2. Montrer, �a l'aide d'une int�egration par parties, que pour tout entier naturel

n non nul, on a :

un(�) = �n(un(�) � un+1(�))

Donner alors une expression de un(�) en fonction de u1(�).

3. a) �Etudier la monotonie de la suite (un(�)). En d�eduire sa convergence.

b) En partageant l'intervalle d'int�egration [0;+1[ en trois intervalles, �a

l'aide des points b et 1, d�emontrer que, pour tout r�eel b de ]0; 1[, on a :

un(�) 6 b+
1

(1 + b�)n
+

1

n�� 1

c) Donner alors la valeur de la limite de la suite (un(�)).

4. On pose, pour tout entier n non nul : wn(�) = ln(un(�)) +
ln(n)

�
.

a) D�emontrer que la s�erie de terme g�en�eral (wn+1(�)�wn(�)) est conver-

gente (utiliser la formule de la question 2 puis un d�eveloppement limit�e).

b) En d�eduire l'existence d'un r�eel K(�) tel que un(�) soit �equivalent �a
K(�)

n
1
�

, lorsque n tend vers l'in�ni.
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Soit A la matrice d'ordre 3 d�e�nie par

A =
1

3

0
@ 1 �2 �2
�2 1 �2
�2 �2 1

1
A

On note f l'endomorphisme associ�e �a la matrice A dans la base canonique de

R
3 . On note �egalement hu; vi le produit scalaire canonique de deux vecteurs

u; v de R3 .

1. a) D�eterminer les valeurs propres de A

(on pourra utiliser la matrice J =

0
@ 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1
A).

b) l'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. Soit e un vecteur propre de norme 1 associ�e �a la valeur propre �1. Montrer

que pour tout u 2 R
3 , il existe un r�eel �(u) tel que

u = �(u)e+ u0; avec hu0; ei = 0

D�eterminer �(e).

3. Soit F = fu 2 R
3 j hu; f(u)i = 0g.

a) Montrer que u 2 F si et seulement si j�(u)j = jju0jj.
b) Soient (u; v) 2 F 2. Montrer que u+ v 2 F si et seulement si (u; v) est

li�e.

c) Quels peuvent être les sous-espaces vectoriels de R3 inclus dans F ?
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Soit (an)n>0 une suite de r�eels. On lui associe la suite (An)n>0 d�e�nie, pour

tout n > 0, par :

An =
nP

k=0

ak

Pour tout x r�eel tel que les s�eries suivantes convergent, on pose

a(x) =
+1P
n=0

an
xn

n!
; A(x) =

+1P
n=0

An
xn

n!

1. Dans cette question, on suppose que pour tout n > 0; an = (�1)n.
a) D�eterminer le domaine de d�e�nition des fonctions a et A.

b) D�eterminer, si elle existe, lim
x!+1

e�xA(x).

c) Montrer que l'int�egrale

Z +1

0

e�xa(x)dx converge et d�eterminer sa valeur.

2. Soit � un r�eel non nul. On pose dans cette question, pour tout n > 0; an =

�n.

a) D�eterminer le domaine de d�e�nition des fonctions a et A.

b) D�eterminer, suivant les valeurs de �, l'existence de lim
x!+1

e�xA(x).

c) Pour quelles valeurs de �, l'int�egrale

Z +1

0

e�xa(x)dx converge-t-elle ?

D�eterminer alors sa valeur.

3. On suppose dans cette question que la s�erie
P

an est convergente. On note

A =
+1P
k=0

ak.

a) Soit (cn) une suite de r�eels tels que lim
n!+1

cn = 0. Montrer que

lim
x!+1

e�x
� +1P
n=0

cn
xn

n!

�
= 0

b) En utilisant le reste de la s�erie convergente
P
n

an, montrer que

lim
x!+1

e�xA(x) existe et la calculer.
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Soient A = (0; 1), B = (�1; 1), C = (�1;�1), D = (0;�1) quatre points du
plan muni d'un rep�ere orthonorm�e (O;�!{ ;�!| ).
Soit f la fonction d�e�nie sur R2 par f(x; y) = �2x3 � x2 � y2 + 5.

1. Montrer que la restriction de f au rectangle ABCD (not�ee ~f) est born�ee.

2. D�eterminer le maximum et le minimum de ~f .
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Soit n 2 N
� et Rn [X ] l'espace vectoriel des polynômes r�eels de degr�e inf�erieur

ou �egal �a n. Soit � l'endomorphisme de Rn [X ] d�e�ni par :

� : P 7�! X(1�X)P 00 + (1� 2X)P 0

Pour tout entier p tel que 0 6 p 6 n, on consid�ere le polynôme Up =

Xp(1 � X)p et Lp = 1
p!
(Up)

(p), o�u (Up)
(p) d�esigne la d�eriv�ee d'ordre p de

Up.

1. V�eri�er que � est bien un endomorphisme de Rn [X ] et donner la matrice

de � relativement �a sa base canonique (1; X; : : : ; Xn).

2. Donner les valeurs propres de �. Cet endomorphisme est-il diagonalisable ?

3. Calculer le degr�e et le coe�cient dominant de Lp.

4. On pose Lp =
pP

k=0

`p;kX
k. D�emontrer que :

`p;k = (�1)kCk

p
Ck

p+k

5. a) Trouver une relation de r�ecurrence entre `p;k et `p;k+1.

b) �Ecrire un programme Pascal permettant d'obtenir les coe�cients de Lp.

En voici l'entête :

Program Calcul ;

Const Deg Max = 100 ;

Type Polynome = Array[0..Deg Max] Of LongInt ;

Procedure Calcul Lp(

6. Montrer que Lp est vecteur propre de �.
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1. On noteM2(R) l'ensemble des matrices carr�ees d'ordre 2 �a coe�cients r�eels

muni de sa base canonique B = (E1;1; E1;2; E2;1; E2;2). Soit A =

�
1 2

3 4

�
.

Soit fA l'application d�e�nie sur M2(R) par, pour tout X 2M2(R),

fA(X) = XA

a) Montrer que fA est un endomorphisme de M2(R) et d�eterminer M sa

matrice associ�ee dans la base B.
b) En d�eduire la trace de fA (ou de M). (La trace d'une matrice carr�ee

est la somme des �el�ements de sa diagonale principale et on rappelle que deux

matrices semblables ont la même trace).

c) Montrer que fA est un automorphisme de M2(R).

2. On souhaite maintenant g�en�eraliser la question pr�ec�edente. Soit n un entier

naturel, n > 2. On note Mn(R) l'ensemble des matrices carr�ees d'ordre n �a

coe�cients r�eels muni de sa base canonique B = (Ei;j)16i6n;16j6n.

Soit C dans Mn(R) et fC l'application d�e�nie sur Mn(R) par :

pour tout X 2Mn(R), fC(X) = XC.

a) Montrer que si C est p-nilpotente (c'est-�a-dire si Cp = 0) il en est de

même pour fC .

b) D�eterminer la trace de fC (on pourra commencer par calculer fC(Ei;j)).

c) Montrer que fC est un automorphisme de Mn(R) si et seulement si C

est inversible.
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1. Soit la suite (un)n>0 d�e�nie par u0 = e � 1 et pour tout n > 1,

un = �1 + nun�1.

Quelles sont les limites possibles de cette suite ?

2. Pour tout entier naturel n, on pose In =

Z 1

0

xne1�xdx.

a) D�eterminer la limite de la suite (In) lorsque n tend vers l'in�ni.

b) �Etablir une relation de r�ecurrence entre In et In�1.

c) En d�eduire la limite de la suite (un) puis que :

In = n!
�
e�

nP
k=0

1
k!

�
3. Soit a un nombre r�eel et soit (vn)n>0 la suite d�e�nie par v0 = a�1 et pour

tout n > 1, vn = �1 + nvn�1.

Montrer que si a 6= e, la suite (vn) est divergente.

4. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

un =
un+2

(n+ 2)(n+ 1)
+

1

n+ 1
+

1

(n+ 2)(n+ 1)

En d�eduire que un est �equivalent �a 1
n
lorsque n tend vers l'in�ni.

5. Pourquoi la plupart des calculatrices sur lesquelles on programme la suite

(un) vous inciteront �a une mauvaise conclusion sur la limite de cette suite ?

28



On consid�ere l'espaceMpR) des matrices carr�ees d'ordre p > 2 �a coe�cients

r�eels.

Pour x =

0
@x1

...

xp

1
A et y =

0
B@
y1
...

yp

1
CA vecteurs de Rp , on pose :

hx j yi = x1y1 + � � �+ xpyp
Si x 2 R

p , on note par kxk la norme euclidienne du vecteur x (ainsi

kxk2 = hx j xi). Si E est un sous{espace vectoriel de R
p , on d�esigne par

E? le sous espace des vecteurs orthogonaux �a tous les vecteurs de E.

1. Soient A et B deux matrices de Mp(R) telles que Im(B) � Im(A).

a) Soit x 2 R
p . Montrer qu'il existe un unique vecteur y appartenant �a

(Ker(A))
?
tel que Bx = Ay. On notera u(x) cet unique vecteur y.

b) V�eri�er que l'application u ainsi d�e�nie est lin�eaire. On notera X sa

matrice.

c) Montrer que X est l'unique matrice de Mp(R) v�eri�ant :

B = AX , KerX = KerB et Im(X) � (KerA)
?
.

On appelle cette solution X la solution r�eduite de l'�equation AY = B,

d'inconnue Y 2 Mp(R).

2. Soient A et B deux matrices de Mp(R). Montrer que l'�equation AY = B,

dansMp(R), admet au moins une solution si et seulement si Im(B) � Im(A).

A quelle condition cette �equation admet-elle une unique solution ?

3. Dans cette question, on se place dans M3(R) et on consid�ere les matrices

A =

0
@ 0 1 1

1 1 0

1 1 0

1
A et B =

0
@ 1 2 1

2 1 1

2 1 1

1
A

a) Montrer que l'�equation AY = B dans M3(R) admet des solutions.

b) D�eterminer la solution r�eduite de cette �equation.
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On consid�ere deux nombres r�eels strictement positifs u0 et v0. On d�e�nit par

r�ecurrence les suites (un)n>0 et (vn)n>0 en posant pour n > 0 :8<
:

un+1 =
1
2
[un + vn]

1
vn+1

= 1
2

h
1
un

+ 1
vn

i
1. Soient a et b deux r�eels strictement positifs, montrer que l'on a :

a+ b

2
>

2
1
a
+ 1

b

Dans quel cas a-t-on l'�egalit�e ?

2. On se propose de montrer que les suites (un)n>1 et (vn)n>1 sont adjacentes.

a) Montrer par r�ecurrence que vn 6 un pour tout entier n > 1.

b) Prouver que la suite (un)n>1 est d�ecroissante et que la suite (vn)n>1 est

croissante.

c) Terminer en montrant que lim
n!+1

(un � vn) = 0.

3. D�eterminer la limite commune des suites (un)n>0 et (vn)n>0.
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On d�esignera par R�+ l'ensemble des r�eels strictement positifs.

1. On consid�ere la fonction f d�e�nie sur R�+ par

f(t) = t� ln(t)� 1

t
:

a) Etudier les branches in�nies de f .

b) Faire une �etude des variations, de la convexit�e de f et donner une

repr�esentation graphique de f .

c) R�esoudre l'�equation f(x) = 0.

2. On consid�ere la fonction g d�e�nie sur
�
R
�
+

�2
par

g(x; y) = x ln y � y lnx

a) Montrer que g est de classe C1.

b) Calculer les d�eriv�ees partielles du premier et du second ordre de g.

c) Etudier l'existence d'extremums locaux ou globaux de g.
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1. �Etudier la convergence de la suite de terme g�en�eral pn =
nQ

k=0

�
1 + 1

2k

�
2. Soit (uk)k2N� une suite �a termes positifs telle que

(8n 2 N
� )

2nP
k=n+1

uk 6
1
n

nP
k=1

uk

Montrer que la s�erie de terme g�en�eral uk converge.

[On pourra chercher �a majorer �p =
2pP
k=1

uk, pour p > 1.]
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Soit f l'application d�e�nie par : f(x) = exp(��x2) avec � 2 R et � > e
2
.

1. Montrer que l'�equation f(x) = x admet une unique solution ` sur R et que

` v�eri�e : 1p
2�

< ` < 1.

2. On d�e�nit la suite (un)n2N par : u0 = 0 et 8n 2 N; un+1 = f(un).

Montrer que les suites extraites (u2n) et (u2n+1) sont monotones et conver-

gentes.

3. a) On pose g = f � f . Montrer que l'�equation g(x) = x ne peut admettre

de solution que sur ]0; 1[. V�eri�er que g(`) = `.

b) Montrer que l'�equation g(x) = x admet trois solutions sur ]0; 1[ : a; b et

`. V�eri�er que ` est strictement compris entre a et b.

c) D�eterminer les limites des suites (u2n) et de (u2n+1).
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1. On rappelle que 8�1 2 R; 8�2 2 R; cos(�1��2) = cos �1 cos �2+sin �1 sin �2.

Soit z1 = �1(cos �1 + i sin �1) et z2 = �2(cos �2 + i sin �2) deux nombres

complexes non nuls.

Trouver une condition n�ecessaire et su�sante portant sur �1 et �2 pour que :

jz1 + z2j = jz1j+ jz2j
G�en�eraliser �a n nombres complexes (n > 3), c'est-�a-dire, si pour tout

k 2 [[1; n]], zk = �k(cos �k + i sin �k), d�eterminer une condition n�ecessaire

et su�sante portant sur �1; �2; : : : ; �n pour que :�� nP
k=1

zk
�� = nP

k=1

jzkj

2. Soit n un entier naturel, n > 2 et A = (ai;j) une matrice carr�ee d'ordre n

�a coe�cients complexes telle que :

8(i; j) 2 [[1;n]]2; ai;j 2 R
�
+

On suppose de plus que 8i 2 [[1; n]];
nP
j=1

ai;j = 1.

a) Montrer que le r�eel 1 est valeur propre de A.

b) Montrer que si � 2 C est valeur propre de A, alors j�j 6 1, et si j�j = 1,

alors � = 1.

3. On suppose la matrice A diagonalisable. Que peut-on dire de la suite

(An)n2N ?
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Soit E un espace vectoriel r�eel muni d'un produit scalaire not�e h j i. Dans
les questions 1. et 2. on ne suppose pas que E est de dimension �nie.

1. Soit f une application de E dans E. Montrer que les deux propri�et�es

suivantes sont �equivalentes :

(i) : 8(x; y) 2 E2; hf(x)jyi = �hxjf(y)i
(ii) : f 2 L(E) et 8x 2 E; hf(x)jxi = 0. (L(E) d�esigne l'ensemble des

endomorphismes de E.)

f est dite antisym�etrique si et seulement si elle v�eri�e (i) ou (ii).

2. Soit f un endomorphisme de E (f 2 L(E)) et f antisym�etrique.

a) Montrer que Ker f est orthogonal �a Im f .

b) On pose s = f � f . Montrer que

� s est sym�etrique (c'est-�a-dire, 8(x; y) 2 E2; hs(x)jyi = hxjs(y)i),
� toute valeur propre de s est r�eelle et n�egative ou nulle et Im s � Im f

et Ker s = Ker f .

3. On suppose que E est de dimension �nie et l'on consid�ere une base or-

thonorm�ee B de E. Montrer qu'un endomorphisme f de E est antisym�etrique

si et seulement si la matrice A de f dans la base B v�eri�e tA = �A.
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On consid�ere la suite de polynômes (Pn)n d�e�nis par P0 = 1, et pour tout

n 2 N, Pn+1 est la primitive de Pn pour laquelle on a

Z 1

�1

Pn+1(t)dt = 0.

1. D�eterminer P1.

2. Soit n 2 N . Montrer que si Pn est une fonction impaire, il en est de même

de Pn+2.

En d�eduire que pour tout n impair di��erent de 1, Pn(1) = 0.

3. Montrer que pour tout n > 1,Z 1

�1

tPn(t)dt = 2Pn+1(1)

4. On consid�ere sur R[X ] � R[X ], l'application :

� : (P;Q) 7�! �(P;Q) =
1

2

Z 1

�1

P (t)Q(t)dt

V�eri�er qu'il s'agit d'un produit scalaire.

5. Soient m et n deux entiers v�eri�ant m > n > 0. Justi�er les �egalit�es :

�(Pn; Pm) = (�1)n�1Pm+n(1) et �(Pn; P0) = 0

6. On pose En = VectfP2k; 0 6 2k 6 ng et Fn = VectfP2k+1; 0 6 2k+1 6 ng.
Montrer que En et Fn sont deux sous-espaces suppl�ementaires orthogonaux

de Rn[X ].
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Soit f : R+ ! R une fonction non identiquement nulle, continue et p�eriodique

de p�eriode T > 0. On note :

(8x 2 R+ ) F (x) =

Z
x

0

f(t) dt et M =
1

T

Z
T

0

f(t) dt

1. �Etudier la convergence de la s�erie de terme g�en�eral

uk =

Z (k+1T

kT

jf(t)j
t

dt (k > 1)

2. On suppose M 6= 0.

a) Montrer que F (x) �
(+1)

Mx.

b) L'int�egrale I =

Z +1

T

f(t)

t
dt est-elle convergente ?

3. On suppose M = 0.

Montrer que l'int�egrale I =

Z +1

T

f(t)

t
dt est convergente mais non absolu-

ment convergente.
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Pour � et � r�eels, on consid�ere l'int�egrale

I(�; �) =

Z 1

0

(� ln t)�(1� t)� dt

1. D�eterminer et repr�esenter le domaine de d�e�nition D de I :

D =
n
(�; �) 2 R

2 ; I(�; �) converge
o

2. a) Montrer que, pour (�; �) 2 D,

I(�; �) =

Z +1

0

x�e�x(1� e�x)� dx

b) Calculer I(n; 0) pour n 2 N.

3. a) Montrer que, pour n 2 N et (�; 0) 2 D, on a :

I(�; n) = �(�+ 1)

nX
k=0

(�1)k Ck

n

(k + 1)�+1

b) En d�eduire un �equivalent de I(�; n) lorsque �! +1, �a n �x�e.

c) D�eterminer lim I(�; n) lorsque �! +1, �a n �x�e.
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Soit D =
�
(x; y) 2 R

2 ;�1 6 x 6 y 6 1
	
et f la fonction d�e�nie sur D par

f(x; y) = (y � x)2 + 6xy

1. La fonction f admet-elle des extremums ?

2. D�eterminer les points critiques de f . E�ectuer la r�eduction de Gauss hhen

carr�es ii de f(x; y) et en d�eduire les extremums de f .

D�eterminer et repr�esenter sur un sch�ema le signe de f sur D.
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1. Soit a un r�eel appartenant �a l'intervalle [0; 1].

a) Montrer que pour tout n 2 N, 0 6

Z
a

0

tnet

1 + tn
dt 6 e

n+ 1

b) En d�eduire que lim
n!+1

Z a

0

et

1 + tn
dt = ea � 1

2. Soit n 2 N un entier �x�e. On note Fn l'application de [0;+1[ dans lui-

même d�e�nie par Fn(x) =

Z
x

0

et

1 + tn
dt.

a) Montrer que Fn est une bijection. On note xn sa bijection r�eciproque ;

ainsi, pour tout r�eel y positif ou nul, xn(y) est l'unique r�eel positif ou nul tel

que

Z
xn(y)

0

et

1 + tn
dt = y.

b) Pr�eciser le sens de variation de la fonction xn : y 7! xn(y) ainsi que sa

limite en +1.

c) Montrer que xn est de classe C1.
3. Dans cette question y est �x�e tel que y < e� 1.

a) D�emontrer qu'il existe un rang N 2 N tel que pour tout entier n > N ,

xn(y) < 1.

b) Pour n > N , comparer les trois r�eels

Z
xn(y)

0

et

1 + tn
dt,

Z
xn+1(y)

0

et

1 + tn+1 dt

et

Z
xn+1(y)

0

et

1 + tn
dt.

En d�eduire les variations de la suite (xn(y)) pour n > N et la convergence

de la suite (xn(y))n2N. On note ` sa limite.

c) D�emontrer, pour n > N , l'in�egalit�e
���Z xn(y)

`

et

1 + tn
dt
��� 6 ejxn(y)� `j

En d�eduire l'expression de lim
n!+1

Z `

0

et

1 + tn
dt en fonction de y puis l'expression

de ` en fonction de y.
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Pour n entier naturel non nul, on d�e�nit l'application fn de R+ dans R par :

8x 2 R
+ ; fn(x) =

1
(x+ 1)(x+ 2) : : : (x+ n)

1. D�eterminer l'ensemble A des entiers naturels pour lesquels l'int�egrale

impropre

Z +1

0

fn(x) dx est convergente. Lorsque n appartient �a A, on pose

In =

Z +1

0

fn(x) dx

2. a) A l'aide d'un encadrement de
fn(x)

f2(x)
, montrer que la suite (In) est

major�ee par la suite de terme g�en�eral B
n!

pour une valeur convenable de B.

b) Pr�eciser la nature de la s�erie de terme g�en�eral In.

3. Pour n 2 N
� , on pose Hn =

nP
k=1

1
k
�

a) Montrer qu'au voisinage de +1, Hn � lnn.

b) Calculer
f 0n(x)

fn(x)
pour x 2 R

+ , puis, encadrer �a l'aide de termes de la

suite (Hk)k2N� la quantit�e �f 0
n
(x)

fn(x)
pour x �el�ement de [0; 1].

c) En d�eduire qu'au voisinage de +1,

Z 1

0

fn(x) dx � 1
n! lnn

4. Montrer que pour n 2 A,

Z 1

0

fn(x) dx = nIn+1 et en d�eduire un �equivalent

simple de In.
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Dans cet exercice E d�esigne l'espace vectoriel r�eel des applications continues

de [0; 1] dans R et IE d�esigne l'application identit�e de E dans lui-même.

Si f 2 E, on note u(f) la primitive de f sur [0; 1] nulle en 0 et v(f)

l'application de [0; 1] dans R d�e�nie par :

8x 2 [0; 1]; v(f)(x) =

Z
x

0

ex�tf(t) dt

1. Montrer que u et v d�e�nissent deux applications de E dans lui-même.

2. a) Montrer que pour tout f 2 E, v � u(f) = v(f)� u(f), puis que

u � v(f) = v(f)� u(f).

b) Calculer les compos�ees (IE � u) � (IE + v) et (IE + v) � (IE � u).

3. Soit g l'�el�ement de E, a�ne sur les segments
�
0; 1
2

�
et
�1
2
; 1
�
, et tel que

g(0) = g(1) = 0, g
�1
2

�
= 1

2
.

Montrer qu'il existe un unique �el�ement f de E tel que, pour tout x appar-

tenant �a [0; 1],

f(x)�
Z x

0

f(t) dt = g(x)

et le d�eterminer.

4. On d�e�nit par r�ecurrence un, pour n 2 N, par :

u0 = IE et 8n 2 N; un+1 = u � un

a) Montrer que si f 2 E et n 2 N
� , 8x 2 [0; 1],

un(f)(x) =

Z x

0

(x� t)n�1

(n� 1)!
f(t) dt.

b) Montrer que si f 2 E et x 2 [0; 1], la s�erie
P

n2N�
un(f)(x) est convergente

et que :
1P
n=1

un(f)(x) = v(f)(x).
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Soit f la fonction de R2 dans R d�e�nie par :

f(x; y) =

�
(x2 + y2)x si (x; y)(0; 0)

1 si (x; y) = (0; 0)

1. a) Montrer que f est continue sur R2 .

b) Etudier l'existence des d�eriv�ees partielles de f .

2. On pose, pour x 2 R, h(x) = f(x; 0)� 1.

a) Etudier les variations de h.

b) En d�eduire que f n'admet pas d'extremum en (0; 0).

3. D�eterminer les points critiques de f .

4. a) Montrer que 8x > 0; f(x; y) > h(x) + 1.

b) En d�eduire que f admet en
�1
e
; 0
�
un minimum local.

5.On pose g(x) = f(x; 1)� f(0; 1).

a) Montrer que g(x) est du signe de x.

b) En d�eduire que f n'admet pas d'extremum local en (0; 1).
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On note E l'espace vectoriel des fonctions continues de [0; 1] dans R, et on

pose, pour tout �el�ement f de E, kfk1 = max
t2[0;1]

jf(t)j

On d�e�nit la fonction K de [0; 1]2 dans R par :

K(x; t) =

8>><
>>:

t2

x
si x > t

x2

t
si x < t

x si x = t

Pour f 2 E, on pose T (f) : [0; 1]! R; x 7!
Z 1

0

K(x; t)f(t) dt.

1. a) Calculer T (f)(0).

b) Montrer que 8 f 2 E;8x 2 ]0; 1]; jT (f)(x)j 6 kfk1
�x2
3
� x2 lnx

�
.

c) Montrer que T est un endomorphisme de E.

d) T est-il surjectif ?

2. Montrer que T (f) 2 C1([0; 1]).

3. Calculer T (f)(1) + [T (f)]0(1).
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On consid�ere la fonction f de deux variables d�e�nie par :

f(x; y) = xy
p
1� x2 � 2y2

1. D�eterminer l'ensemble D de d�e�nition de f .

2. Montrer que l'ensemble des solutions de l'�equation f(x; y) = 0 est la

r�eunion de deux segments et d'une courbe C que l'on pr�ecisera.

3. Montrer que D est un ferm�e born�e de R2 et que D n C est un ouvert de

R
2 (on pourra admettre cette question).

4. �Etudier les extremums de f sur D.

On pourra montrer que f admet un minimum et un maximum et qu'il su�t

de s'int�eresser aux points de l'ouvert

U1 = f(x; y) 2 R
2 ; x > 0; y > 0; x2 + 2y2 < 1g

.
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On administre �a un patient q unit�es d'un m�edicament. Apr�es t minutes la

quantit�e de m�edicament active dans le sang est q:e�ct, o�u c est une constante

strictement positive. La même dose de m�edicament est inject�ee r�eguli�erement

toutes les T minutes.

1. D�eterminer la quantit�e A(k) de m�edicament encore active dans le sang

imm�ediatement apr�es la k�eme injection.

2. Calculer la borne sup�erieure de la quantit�e de m�edicament pr�esente dans

le sang apr�es un nombre ind�etermin�e d'injections. En d�eduire l'intervalle de

temps le plus court �a respecter entre deux doses pour que A(k) ne d�epasse

pas un niveau M > q donn�e.

3. On sait qu'au bout de 2 heures la quantit�e de m�edicament active dans

le sang est de q=2. On administre des doses de 50 mg. Sachant que la dose

maximale support�ee est de 500 mg, �a quelle fr�equence peut{on administrer

le m�edicament en toute s�ecurit�e ?
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1. Pour quelles valeurs r�eelles de x, l'int�egrale

Z +1

0

e�xt

(1 + t)2
dt est-elle

convergente ?

2. Pour x > 0, on pose f(x) =

Z +1

0

e�xt

(1 + t)2
dt. On veut �ecrire f(x) sous la

forme
nP

k=1

(�1)k�1 k!
xk

+Rn(x), avec Rn(x) �a d�eterminer, en vue d'obtenir une

valeur approch�ee de f(x).

a) Pour tout k 2 N, on pose Ik =

Z +1

0

tk:e�xt dt. Etablir la convergence

de cette int�egrale et donner sa valeur.

b) Montrer que pour tout t > 0 et tout n > 1, on a :

1
(1 + t)2

=
nP

k=1

(�1)k�1ktk�1 + (�1)nnt
n+1 + (n+ 1)tn

(1 + t)2

c) En d�eduire que f(x) =
nP

k=1

(�1)k�1 k!
xk

+Rn(x), avec un Rn(x) que l'on

donnera sous forme d'une int�egrale convergente.

d) Montrer que pour x > 0 et n 2 N
� , on a : jRn(x)j 6 (n+ x)

(n + 1)!

xn+2

3. En d�eduire une valeur approch�ee d�ecimale de f(100) �a 10�6 pr�es.
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Si (An)n2N est une suite de matrices deMp;q(R), avec An = (ai;j(n)), on dit

que la suite (An)n2N converge vers la matrice L = (`i;j) 2 Mp;q(R) si, pour

tout couple (i; j) 2 [[1; p]]� [[1; q]], la suite n 7! ai;j(n) converge vers `i;j .

On note alors L = lim
n!1

An.

Soit p 2 N, avec p > 2. On consid�ere la suite (Un)n2N de matrices deMp;1(R)

d�e�nie par Un =

0
B@
�1;n

...

�p;n

1
CA, avec :

U0 =

0
B@
�1;0

...

�p;0

1
CA est donn�ee et pour tout n de N et tout k de [[1; p]] :

�k;n+1 =
1

p� 1

pP
i=1
ik

�i;n

1. a) Pour tout n on pose sn =
pP

k=1

�k;n. Exprimer sn en fonction de s0.

b) Pour tout k 2 [[1; p]], en d�eduire une relation entre �k;n+1 et �k;n.

c) Etudier la convergence de la suite (Un)n2N.

2. On note J la matrice de Mp(R) dont tous les termes valent 1 et on pose

A = J � Ip, o�u Ip est la matrice unit�e d'ordre p.

a) Exprimer Un+1 �a l'aide de A et Un.

b) A l'aide des r�esultats de la question 1., d�eterminer An pour tout n de

N.

c) En d�eduire la convergence de la suite (Mn)n2N d�e�nie par :

8n 2 N;Mn =
nP

k=0

1
k!
Ak

ainsi que la limite de cette suite.

48



Soit n 2 N
� et E = R2n [X ], l'espace vectoriel r�eel des polynômes de degr�e

au plus 2n, muni de sa base canonique B = (1; X; : : : ; X2n).

Si P 2 E, P 0 d�esigne le polynôme d�eriv�e de P .

On consid�ere � d�e�nie sur E par :

�(P )(X) =
�1
4
�X2

�
P 0(X) + 2nXP (X)

1. V�eri�er que � d�e�nit un endomorphisme de E.

2. a) Soit � entier relatif tel que �n 6 � 6 n. D�eterminer (�; �) de N2 pour

que le polynôme P (X) =
�
X + 1

2

���
X � 1

2

��
de E v�eri�e �(P ) = �P .

b) En d�eduire les valeurs propres et les polynômes propres de �. L'endomorphisme

� est-il diagonalisable ?

3. D�eterminer la matrice A de � relativement �a la base B.

4. D�eterminer une matrice A0 dont les valeurs propres sont les nombres

0; 1; : : : ; 2n et dont les coe�cients diagonaux sont tous �egaux.

5. Construire un endomorphisme � de E tel que �(P ) s'exprime en fonction

de P; P 0 et P 00 et admettant 0; 1; 4; 9; : : : ; (2n)2 comme valeurs propres.

49



Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie. On note L(E) l'ensemble des
endomorphismes de E et GL(E) le sous-ensemble form des endomorphismes

bijectifs.

Un sous-espace F de E est dit stable par GL(E) si, pour tout u 2 GL(E),

u(F ) � F .

1. Soit x un vecteur non nul de E. Montrer que pour tout vecteur y non nul,

il existe u 2 GL(E) tel que u(x) = y.

2. Montrer que si F est stable par GL(E), alors F = f0g ou F = E.
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Soit f l'application d�nie sur R par f(x) = x cosx� sinx.

1. Montrer que, pour tout n > 2, il existe un unique xn appartenant

]n�; n� + �=2[ tel que f(xn) = 0.

2. Donner un quivalent simple un de xn lorsque n tend vers l'ini�ni.

3. Dterminer lim
n!1

[xn � n�].
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