ANALYSE

Exercice 1-1

Pour effectuer certains calculs de probabilités, on a besoin de connaitre
certaines valeurs de la fonction de répartition ® de la loi normale centrée
réduite. Le but de cet exercice est de faire calculer ®(x) & 1075 preés a I’aide
d’un ordinateur, pour toute valeur z demandée par 1’utilisateur.

72_
2

Pour cela on consideére la fonction = — f(z) =e , pour z > 0.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1 :

(k)2

-1
(kz)? e T e—
—Ee2n_ ezdtg—geznz
n
k=0

En déduire que :

v (kz)? 22
/ *Tdt——Ze S (1—6 T).
0

2. Quelle inégalité doit vérifier n pour trouver une valeur approchée de ®(x)
21076 pres?

3. On considére le programme suivant :
Program Loi_normale ;

Uses crt ;

Const e=0.00001 ;



6 ESCP 99 - Oral

Var s,x : real; i,n : integer;
Function f(x : real) : real;
Begin --- End;

{ fonction f définie ci-dessus. }

Begin «-ccrc creeee ieens End.

Compléter ce programme pour qu’il demande a l'utilisateur la valeur de z et
affiche ®(x) & 107° pres.

Solution :

1. On utilise la méthode classique des rectangles. Si ¢t € [k—rf, w], la

n
fonction f étant décroissante, on a :
k+1
F(EEDT) < pp) < p(h2)
kx (k+1
d’ou, en intégrant sur ’intervalle [—, w} ,
n n
(M) < [ < 2 (22
n n ke /n n n
Enfin, on somme ces inégalités pour k € {0,1,...,n — 1}. Il vient :

(ka)? ¢ 2 il e
_Eegn < e2dtS_Eezn2
0 n
k=0

L’inégalité précedente s’écrit a, < by, < ¢, Donc |by, — ¢p| < ¢ — ap, soit :
v (kw)2 22
*Zdt—— e 22 | < (1—677)
| z

1 1 ® t2
2. On sait que pour tout z > 0,®(x) = = + —/ e zdt. Ainsi
- 2 V2w Jo

n—1
€T _(ke)? ) N _ N -
— E e~ 2»7 sera une valeur approchée de ®(z) & 106 pres si n vérifie
k=0

1 =z e
= 1—e*?)<10 6
\/ﬂn(

La résolution de cette inéquation donne :

22
n > i106(1 —e 7)

V2r
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3. Nous allons suivre ’algorithme précédent pour écrire le programme de-
mandé : calcul de n correspondant & la précision donnée, puis calcul de
I’approximation.

Program Loi_normale ;

Uses crt ;

Const e=0.000001 ;

Var s,x,u : real;

k,n : integer ;

Function f(x :real) :real ;

Begin

f :=exp(-(x*x/2))

End ;

Begin

Write(’x=’) ; readln(x) ;

n :=1;

Repeat

n :=n+1 until (x*(1-f(x))/n)<e ;
For k :=1 to n do s :=s+x*f(x*k/n)/n ;
Writeln(n,’ ’, 0.5+s/sqrt(2+pi))
End.

Exercice 1-2

Soit un entier naturel n > 2 et f la fonction définie sur R™ par :
n
flxi,...,@p) = Zwi
k=1

Minimiser f sous les contraintes :
{Vi,z; >0, et &1 + ...+ 2z, =n}.

Solution :

Sous les contraintes {Vi,z; > 0, et &y + -+, = n}, on peut écrire f sous
la forme :
n—1 1 4
f@e, .o mn) = ) m? *‘(n/_'Eji:1 ;)
i=1
z; >0,Vie[l,n

Cette fonction admet des dérivées partielles et pour tout ¢ € {1,...,n —1}:

n—1
gj{l =4 (w? —(n— sz)3>
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= 0 donne alors :

La résolution du systeme d’équations

8$i

4 n—1

1 :n—E:ri

Z2

I
S
|
]
&

Tn-1

\ =1

I

3

|
(]

8

dont la seule solution est ; = x5 = --- = x,—1 = 1 (il suffit de sommer
toutes les équations), donc z,, = 1.

Ce point critique constitue-t-il un minimum pour f ? On sait par 'inégalité
de Cauchy-Schwarz que :

n 2 n
(Z 1. ui> <n Z u?
i=1 i=1

Posons u; = x; puis u; = z7. Alors :

n 1 n 2
2
=1 =1
et

Y o> - (Zl”?) >n
i—1

i=1
n

Donc Z a:;1 > n et le point critique est un minimum pour f.

i=1
Notons d’ailleurs que I’étude du cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-
Schwarz donne en une seule fois la totalité de la réponse.

Exercice 1-3

Soit @ un nombre réel positif ou nul. On considere la série de terme général

! . L. .
Uy = 72— (n > 1), ot [] xp désigne le produit 125 ...7,.

]k +a) =t

k=1
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1. On suppose que a € [0,1]. Montrer que la série de terme général u, est
divergente.

2. On suppose que a > 1 et on note S,, 1 =u; +us+---+u,_1, pour n > 2.

a) Etablir la relation : Vn > 2,5, = a i T~ Z'*__ il T

b) Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

c) Calculer > wy,.
n=1

Solution :

n
1.Sia €[0,1], pourtout k €N, 0 < k+a < k+1let0< [[(k+a) < (n+1)!.

k=1
Ceci entraine que :
S n! 1
u =
"Tn+1)! n+1
donc que la série Y u, est divergente.
2. a) Montrouns la relation : Vn > 2,5,_1 = a i 1~ Zt (ll Uy, par récurrence
sur n.
e pourn=2,0na:
1 24+a 1 2 1 1
a—1 a—-17" a—l( a+1> at+ 1 CTTIMT

e supposons la relation vérifiée pour tout £ < n — 1. Alors :

1 n+a
Sn: n—1 T Up = —— — ——Up + Up
a—1 a-1
1 1
:a_l(l—(n-i—a)un-{—(a—l)un):a_l(l—(n+1)un)
1 (n4+a+1)u,q1
= 1— 1)————
a—1< (n+1) n+1

1 n+1l+a
a—1 a—1

b) La série ) u,, est une série a termes positifs telle que la suite des sommes

unJrl

partielles (S, ) reste majorée par

1 Cette série est donc convergente et :

= 1
;Unzéﬁa_l
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1
c) Supposons que £ < 1 Dans ce cas :
a—

. n+a 1
lim Uy = —l=a>0
n—+oo g — 1 a—1
n+a (a — Do . N .
et —1un ~ a ou u, ~ —— ce qui entrainerait la divergence de la
— n
série > up. Ainsi £ = ——.
2 Un a—1

Exercice 1-4

T
Pour tout réel z > 0, on pose g(z) = / %St dt, et pour tout réel = # 0,

1
3z

fla) = / %St dt.

1. Etudier la parité de f.

2. Montrer que g est définie pour tout = > 0, dérivable et donner la valeur
de ¢'(z).

3. Donner une relation simple entre f et g. En déduire que f est définie pour
tout z # 0, dérivable et calculer f'(z).

4. A laide d’une intégration par parties, montrer que f(x) admet une limite
finie lorsque z tend vers +oo.

3z
5. Calculer la limite quand = tend vers 0, z # 0 de h(z) = / % dt.

En déduire que f admet une limite quand z tend vers 0. ’

Solution :

cost
1. La fonction f est bien définie pour tout = # 0, puisqu’alors ¢ 4 est

continue sur lintervalle [z, 3z].

Ona:
—3z 3z _
feay= [ = [ g = g

—x
La fonction f est donc paire.

. o . . cost
2. La fonction g est une primitive de la fonction continue ¢ —» —— sur RT*.
cos T

La fonction g y est donc dérivable, et pour tout z > 0 : ¢'(z) =
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3. On peut écrire :

3z
f(a:):/ COStdt /costdt / C(;Stdt_g(?,x)

Ainsi f est dérivable sur RT™* et pour tout = > 0,
cos3x — cosT
f'(2) = 3'32) — g/ () = S CEL
Par parité, f est dérivable pour tout x # 0.

4. En intégrant par parties, il vient :
. 3z 3z .
sint sint
r)=|— + ——dt
=[5 [ %

3z
Ona:

sin3x — 3sinz
3z

3z 3x
t 1 2
/ Slidt‘ / —dt =
" " 3z

lim
r—400

et :

tend également vers 0 lorsque z tend vers I’ 1nﬁn1. Finalement lim f(z)=

g(x)

r—>+00

2
5. Lorsque z est au voisinage de 0; on a |cost — 1| < % Par suite :

3z -1 3z
Ih(z)| < / %dt < / %dt e
Ainsi lim h(z) = 0.

z—0

3z
On peut écrire f(z) = h(z) + / % = h(z) + In3. Donc hm f(z) = In3.

Ceci permet de prolonger f en 0 en posant f(0) =In3.

Exercice 1-5

+o0o
Pour n € N on pose : J, = / e % sin’" z du.
0

a) Montrer que .J,, existe.
b) Calculer Jy.
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2. a) Pour n € N*, déterminer une relation de récurrence entre J,, et J,_1,
et en déduire une expression de .J,, en fonction de n.

b) Montrer que la suite (Jp)nen est monotone. En déduire que cette suite

est convergente.
2k(2k -1
3. a) Déterminer la nature de la série de terme général 1n(4(k27+1)).

b) En déduire la limite de la suite (J,,)nen-
4. On se propose de retrouver le résultat précédent :

a) Montrer que 'on a :

VneNO < J, < %/ sin?" z dx
1-e 0

b) Retrouver ainsi la limite de la suite (J,,)nen.

Solution :

1. a) Pour tout n € N, |e~* sin®" | < e~ *, ce qui entraine que .J,, existe.
b) Trivialement Jy = 1.
2. Soit A > 0. Une intégration par parties donne :

A " A
/ e tsin® tdt = [—e*t sin?" t]O + 2n/ e tsin®" t cos tdt
0 0
d’ou, lorsque A tend vers l'infini :
+0oo
Jn =2n / e tsin®" t cos tdt
0

On integre de nouveau par parties :

J A
2—" = [~e7!sin® ' tcos t]:)4 + / e t((2n — 1) sin®" *t cos® t — sin®" t)dt
n 0
puis, quand A tend vers 'infini :
T = 2020 = 1)y — 2= Dy — ) = Jy = 2220 = D)
n — n—1 n n n — 1+ An2 n—1

b) Il est évident que J,, > 0 pour tout n. La relation précédente montre
que la suite (J,,) est décroissante. elle est donc convergente (décroissante et
minorée).

3.a) On a:

(AR =2k () 142k 1+ 2k 1
"\ a2y )" 1+ 442 1+ 442 2%
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4k* — 2k
La série Z In < T > est donc divergente et de limite —oo.

Ji 4k? — 2k
b) On sait que ln (J b > =ln <7> Donc, pour tout n > 1 :

1 4k2 +1
n n
4k — 2
> (55) -2 (G
Pt Jr_1 4k2 + 1
ou
- 4k% — 2k
ann _anO = kzgln (m)
cela entraine que lim InJ, = —oo donc que lim J, =0.
n—+o0o n—+00

a) Soit k£ > 0. Alors :

(k+1)7 ™
/ e tsin® tdt = / ek gin®" udu
k 0

™

Pour tout N € N* :

(N+1)mw N (k+1)m
/ e tsin? tdt = Z/ e tsin?" tdt
0 k=0 km
x /N
/ (Z —u— k7r> nudu
k=0
I 1— e (N+1)u
/ - e%sin®udu
0 1—e v
=
si
0

22 udu

1—eu
1

s
< 77(/ sin®™ udu
1—e 0

Ceci restant vérifié pour tout IV, 'inégalité demandée en découle.

<
<

™

b) Montrons que lim sin®" tdt = 0. On peut écrire :
n—-+o0o 0

™ w/2 ™
/ sin?" tdt = / sin®” tdt + / sin®" tdt
0 0 /2

Le changement de variable u = m — t dans la seconde intégrale montre que

m w/2
/ sin?" tdt = 2/ sin?" tdt.
0 0
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Soit € > 0. Alors :

w/2
/ sin® tdt < e
w/2—¢

et, par croissance de la fonction sinus sur [0,7/2] :
7I'/2—E 2n
T ™
/ sin?" tdt < (sin (— — 5)) X —
0 2 2
7r
Comme 0 < sin (5 — 6) < 1, il existe ng tel que pour tout n > ng,

2n
0< (sin (g — 6)) < €. Ceci entraine que lorsque n tend vers l'infini, J,,
tend vers 0.

Exercice 1-6

Pour x et t réels, on pose
In(1 + 2t)

Ay s

1. Déterminer le domaine de définition D de f.

2. Soit = # 1 fixé. Déterminer deux réels a, et b,, fonction de x uniquement
tels que, pour tout ¢ vérifiant (z,t) € D, on ait :

of L b,
%(x’t)_1+xt+1+t
On pose
1ln(1+a:t)
Flz)= | — 7
() /0 rary

3. Préciser le domaine de définition A de F'.

4. En admettant que, pour z > —1,
1
of
F'(z) = —(z,t)dt
@ =] o

calculer explicitement F'(z) et en déduire le sens de variation de F' sur A.
5. Montrer que F” est continue en 1.

6. Déterminer la limite de F' en 400 (on pourra faire un changement de
variable).

Solution :
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t#0
1. f(z,t) = M est définie si et seulement si t# -1 Ce qui
t-(1+1) 142t >0
donne :
ez =0,t#0,1

ez>0,1+zt>0t>—-1/x
ez <0,l+zt>0t<—1/x

2. Un calcul élémentaire donne :
_ 1 Gy b,
or  (1+t)(1+at) 1+t R
En réduisant cette derniere expression au mme dénominateur et par identifi-
cation avec 'expression précédente, il vient :

by = — 3 Ay =

Donc, pour tout z # 1 :

1 1 1 x
(I+t)(Q+xt) 11—z <1+t B 1+a:t>
3. La fonction t — f(z,t) est continue sur ]0, 1] si et seulement si z > —1.
e au voisinage de 07, f(z,t) ~ z. Ainsi t = f(z,t) admet un prolongement
par continuité en ¢t = 0.
e au voisinage de 17, si x > —1, t — f(x,t) est continue en 1.

Siz=-1, f(-1,1) = 1;1((11;:)) N ln(12— t)

1
. Et Pintégrale / In(1 — t)dt
1/2

1/2
converge comme ’intégrale / In udu.
0

Finalement F est définie sur A = [—1, +00].
4.Sixz>-1l,z#1:

1 Y odt Yot 1 2
F'(z) = — - = |
() l—w{o 1+t a:/o 1+mt} l—wn<1+w>
et F'(z) > 0 pour tout > —1,z # 1. Ainsi la fonction F' est croissante sur

A.
5.0n a:

1
dt 1

F'(1) = —_— ==

(1) /0 (1+¢)2 2

et en posant x = 1 + h, pour h au voisinage de O :

1 1+ 1 h 1
! — _ = — — )~ =
F'(z) = ln< 5 > hln(1+2) 5
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ce qui montre que F’ est continue en z = 1.
6. Pour z > 0, posons u = xt. Il vient :
*1n(1 1 [ In(1
Flr) = / nd+w @ s _/ In(l+w)
0 U T+u 2 /o U

oo In(1 In(1 1
Or l'intégrale / Mdu diverge, car w — des que u > e.
u

0
Donc lim F(z) = +oc.
T—+00

@

Exercice 1-7

1. Résoudre I'inéquation : #2 — 2z + /z > 0 , ainsi que le systéme :
a = 1-Vb
b = 1—+/a

2. Etudier la suite définie par Vn € Nyup,41 = 1 — /|u,| dans le cas ou
Ug € [0, 1]

Solution :

1. On remarque que 0 n’est pas solution de cette inéquation, et on pose
X = /z. L’inéquation devient X* — 2X2 + X > 0. Comme X > 0, elle est
équivalente & X% —2X +1> 0. Or :

1 5—-1
XP_2X 41=(X —1)(X ‘[; )(X — f2 )
Donc :
f 5+ 1 x/5 -1
7 =2+ VE = VE(E - DI+ o )(VE - )
L’ensemble des solutions est alors :
3—V5
x € ]0, 2\/_[U]1,—+-oo[
N a = 1—vb . .
Le systéme b = 1-+a admet comme solutions évidentes les couples
(1,0) et (0,1).
a>0,b>0
Autrement il est équivalent au systeme { a’? — 2a + /a = 0, qui admet, par
b=1-+/a

2 72

3-5 3+\/3>

la question précédente, comme unique solution le couple (
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2. On montre facilement par récurrence que pour tout n > 0,u, € [0,1]. La
suite (uy,) est donc bornée. Si elle converge, elle converge vers le point fixe

-5
2

de l’application continue x — 1 —+/z qui n’est autre que £ = €]0, 1[.

On remarque enfin que les sous-suites (uay,) et (u2,41) sont monotones et
bornées et qu’elles convergent vers les points a et b solutions du systeme
d’équations de la question précédente.

e siug =0 ouwug=1. La suite (u,) prend alternativement les valeurs 0 et
1 et ne converge pas.
e siug =/, la suite (u,) est constante égale a /.

e si0 < wup < ¢, on considére les sous-suites (uay,) et (uzp+1). On montre
par récurrence que (uz,) est croissante et majorée par /¢, alors que (uz2,41)
est décroissante minorée par £. Ces deux sous-suites convergent donc vers £.

e sif < up <1, on considere les sous-suites (us2,) et (u2,41). On montre par
récurrence que (uz,) est décroissante et minorée par £, alors que (u2,+1) est
croissante majorée par £. Ces deux sous-suites convergent donc vers /.

Exercice 1-8

Soit f : R — R* une fonction continue vérifiant, pour tout (z,y) € R? :

flz+y) = f)fy)
1. a) Calculer f(0).

a
b) Montrer qu'’il existe a € R tel que / f(t)dt #0.
0

2. Montrer que f est de classe C' sur R. Donner une relation simple entre f
et sa dérivée f', puis exprimer f en fonction du nombre f'(0).

(on rappelle que les solutions de ’équation différentielle z' = pz, ol u € R,
sont les fonctions x — Cel?*, ot C' est une constante réelle).
3. Soit (£2,.A, p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur
Q, & densité, a valeurs dans R, telle que pour tout (z,y) € R*? :

P X>z+y)/ X >z]=P(X >y)

Déterminer la loi de X.
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Solution :

1. a) En posant x = y = 0 dans I"équation f(z + y) = f(z)f(y), on obtient
f(0) = £2(0), d’ott £(0) € {0,1}. Si f(0) = 0, alors pour tout z réel, f(z) =0
(on prend y = 0), et f est la fonction identiquement nulle. Aussi f(0) = 1.

x
b) Supposons que pour tout x réel, / f(t)dt = 0. Alors, en dérivant, pour

0
tout x réel f(x) = 0. On peut donc affirmer qu'’il existe a € R tel que
a

/0 F(t)dt # 0.
2. Reprenons 'équation f(z +y) = f(z)f(y)
fl@+y) = =>/fw+y /f
& / F(t)dt = Af(x), (A= / F(t)dt # 0)
Donc :

1 r+a
fw=5 [ s
est une fonction de classe C' puisque ;” est continue.
Par dérivation, ’équation f(z +y) = f(z)f(y) donne f'(z +y) = f'(x)f(y)
et pour z = 0, pour tout y réel, f'(y) = f'(0)f(y). Ainsi f vérifie I’équation
différentielle z' = pz dont les solutions sont les fonctions z — Cet®. Ici, pour
tout x réel :

fla)=e"" O (f(0)=1)

P(X>z+y)N(X>z) PX>z+y)
P(X > x) ~ P(X >2)
=P(X >y

3. On sait que :
PX>z+ylX >z) =

Donc :

P(X>z+y)=PX >x)P(X >y)
Posons G(z) = P(X > z). La fonction G est continue et vérifie, pour tout
x>0,y >0,G(x+y) = Gx)G(y) et G(0) = 1. On sait alors qu’il existe
un réel p tel que pour tout z > 0,G(z) = e**, et F(z) = P(X < z) =
1—G(z) =1—et". Comme F est une fonction de répartition (pour tout
z,0 < F(z) <1), p <0 et X suit une loi exponentielle de parameétre —p.
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Exercice 1-9

Soit n un entier naturel non nul et (E,) ’équation :
(Ep) l+In(z+n)==z
1. Montrer que (E,) admet une unique solution a,, sur R*.

2. Pour n assez grand, comparer les trois nombres n,In(n) et a,. En déduire
la nature de la suite (a,).

3. a) Déterminer une constante C' telle que les suites (a,) et (C'ln(n)) soient
équivalentes.

b) Déterminer un équivalent simple de e%.
4. a) Montrer que la suite (a, — C'ln(n)) est convergente et déterminer sa
limite £.

b) Quelle est la nature de la série > (a, — C'ln(n) —£)?

Solution :

1. Soit f la fonction définie sur Rt par: f(z) =z —In(n + ) — 1.

La fonction f est dérivable sur R*, avec f'(z) = n;if_;l Par conséquent
f est strictement croissante sur R et comme f(0) = —Ilnn — 1 < 0 et

lim f = +00, la fonction continue f s’annule une fois (théoréme des valeurs
400

intermédiaires) et une seule (stricte monotonie).
2. x f(n) =n —In(2n) — 1, donc pour n assez grand f(n) > 0 et a, < n.
B - L n _ 4 Aiee
* f(lnn) =lnn —Iln(n +1lnn) —1=1n (7n+lnn) 1 vl 1. Ainsi, pour
n assez grand, on a f(Inn) < 0 et a, > Inn.

* Pour n assez grand, on a a, > Inn, donc lim a, = +oo.
n—oo

3.a) On a1+ In(a, +n) = ay, donc a, =1+ Inn+In(l + %‘) Or, pour n

assez grand, 0 < %—" < 1, donc le terme prépondérant est Inn et a, ~ Inn.

(o0)
On a donc C = 1.

b) On a: e = e.e®("t) = ¢(n+4a,), et comme a, est négligeable devant
n (il est équivalent a lnn), il vient : e®» & ne.
o0

4. a) Ona:an—lnn:1+ln(l+an—") — L

n—o0

b) Enfin, a, —Inn —1=In(1+ %) ~ & o Inn
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Par conséquent, pour n assez grand a,, —lnn —1 > Lot la divergence de la

série harmonique donne par minoration la divergence de la série proposée.

Exercice 1-10

Soit £ I’ensemble des fonctions f : R — R possédant la propriété suivante :
@K;>20)(VzeR) VyeR) [fly)—Ffl@)| <Kply—=z| (1)

1. Vérifier que L est un sous-espace vectoriel de ’espace C des fonctions
continues de R dans R.

Donner un exemple de fonction (non nulle) de £ et de fonction de C
n’appartenant pas a L.

Soit g une fonction de £, a € R et A € |—1, 1] fixés.

2. Montrer que, pour tout z réel, la série de terme général A" g(x + na)
converge.
(on pourra chercher & majorer g(z + na) a l’aide de la propriété (1)).

On définit ainsi une fonction F': R — R par :

+oo
F(z) = Z)\"g(x-i—na)

3. Montrer que F' € L.

4. Montrer que F' est 'unique fonction f € L vérifiant :
Ve eR)  flx) = Af(z+a)=yg()

Solution :

1. L’ensemble £ est non vide, puisqu’il contient la fonction nulle. Pour chaque
x fixé, la condition (1) donne la continuité de f en z, donc L est inclus dans
I’espace vectoriel C.

Enfin, si f et g appartiennent & £, de constantes associées Ky et K, 'inégalité
triangulaire montre que f 4+ Ag appartient a £, une constante associée étant
Ky + |>\|Kg

Toute fonction de classe C* & dérivée bornée est dans £ (par exemple x +— )
et toute fonction de classe C' & dérivée non bornée n’appartient pas & £ (par
exemple z — e”).

2. D’apres (1), |g(z + na) — g(z)| < K4|nal et, en particulier :
9z + na)| < lg(@)| + Kynlal et [\g(a +na)| < \"lg(@)] + nlAK,lal.
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La série de terme général |\|" est convergente, ainsi que la série de terme
général n|A|™. Par majoration, la série proposée est absolument convergente.

3. Pour tout couple (z,y) :

o0 o0 o0
Fly) = F@) =1 % Xgly +na) = & X'l +n0)| < 3 \"Kly — o
K
= 1_—5|7/\||y — x|

(écrire d’abord des sommes finies et prolonger les inégalités a la limite)
Donc F vérifie la condition (1).
4.«0Ona:

F(x) = AF(z +a) = 20 A"g(z + na) — A 20 A"g(z + (n + 1)a)

F(x) = AF(@+a) = g(x)+ 3 \'g(a-+na) = £ A"+ g(a+(n+1)a) = g(x)

* Réciproquement, soit f € £ vérifiant la condition de la question 4). On a :

f(@) = Af(z +a) = g(z)
flx+a) = Af(z+2a) =g(z+a)

f(@ + (1= 1)a) = Af(x +na) = g(& + (n — 1)a)
D'ou : f(z) = \"f(z + na) + zz: Meg(z + ka)
Or A" f(z + na)| < |/\|"(|f(:ri + Ky.nlal) = 0 et, d’apres la question
précédente, ZE: Meg(z + ka) converge vers F.

Soit f(z) = F(x) et F est 'unique solution appartenant & L.

Exercice 1-11

teodt
1. Pour n € N*, étudier la convergence de l'intégrale I,, = / —_—
o (L+tH)"
2. Justifier que la suite (I,)n>1 converge (on ne cherchera pas a calculer sa
limite).

3. Montrer que :

1
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4. En déduire une expression de I, en fonction de I;.

4n -1
5. Déterminer la nature de la série Z In ( n4 >
n

En déduire la valeur de lim I,,.
n—-400

n
6. Calculer S, = 2:(—1)’“*1 I et en déduire la nature et la somme, en

k=1
+0o0
fonction de I3, de la série 2:(—1)'“_1 I.
k=1

Solution :

1. La fonction a intégrer est continue sur R} et équivalente au voisinage
de Vinfini & % : la régle de Riemann montre que l'intégrale converge si et

seulement si 4n > 1, donc converge pour tout n de N*.

2.Vt € Ry, (1 + Y > (1 + 1), donc I, < I, et la suite (I,) est
positive décroissante, donc convergente.

+o0 t3
3.1, —1 = t X —5——dt.
n n+1 /0 (1 t4)n+1

3
On effectue alors une intégration par parties, en intégrant t — W

1 ) . .
—=—— d’abord sur un segment [0, X uis en faisant tendre
4n(1 + t4)n) g [ ) ]; p
X vers 400, ce qui donne :

ent— —

In - InJrl - ﬁ]’n

4. Ainsi I, = 4n4—;1 I,, et, par récurrence :

n—1
4k —1
Vn>1,1, = [] I
n -~ n k:1( 4k )1

dn — 1\ _ 1 1 : o ) -
5: In (T) = ‘ln( — %) ~ ~an qui es’t le‘terme général d .une série
divergente. La série proposée étant & termes négatifs, elle est donc divergente

vers —o0.

Ak — 1
Soit : InI, =Inl; + Y In( 42 ) — —o0 et donc lim I,, = 0.
k=1
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k=1 2 + t4
(identité géométrique, la raison étant différente de 1)
oo qt +oo dt
Soit : S, = / — +(—1)"+1/ —
0o 2+t o (I+tH"2+1Y)
S— ~ ~ -
J R,
Comme 0 < R, <I,,ona lim R, =0et:
n—o00
00 +oo
-1 kfll" — / dt —
k;( )" 24

Le changement de variable t = 2'/4y donne : £ = 273/4];.

Exercice 1-12

¢ dt
On considere la fonction ® définie sur |1, +oo[ par ®(z) = / e
n
e
(La borne inférieure de 'intervalle d’intégration est le nombre «e» base des
logarithmes népériens).
1. Etudier les variations de la fonction @ sur ]1,+4o0].
Préciser le signe de @ sur |1, +0o0] et sa convexité éventuelle.
La fonction ® admet-elle une limite en 17 en 4007

2z
2. Montrer que pour tout x > e?, ®(z) < /z + o
nz

T
(On pourra décomposer l'intégrale / ni a l’aide de la relation de Chasles
n
e
en introduisant le point /7).
En déduire la nature de la branche infinie de la courbe représentative de @,

puis une allure de cette courbe.

Solution :

1. La fonction & intégrer est continue et positive sur 'intervalle ]1,+oo],
donc pour z > 1, ®(z) a bien un sens. De plus & est dérivable avec

d'(z) = L~ 0. La fonction ® est croissante sur 11, +o0].
nx

Si z > e, les bornes sont dans le sens croissant et la fonction & intégrer est
positive, donc ®(z) > 0.

Sil < z <e,les bornes sont dans le sens décroissant et la fonction a intégrer
est encore positive, donc ®(z) < 0.
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% < 0, la fonction @ est donc
z(lnz)
1

Au voisinage de 1, on a mi "~ ﬁ La regle de Riemann donne alors la

® est deux fois dérivable et " (z) = —

concave.

1
divergence de l'intégrale / lill_tt et ® n’a pas de limite en 1. Comme elle est

e
croissante, cela signifie que hrJP b = —o0.
1

Enfin, on a toujours Int < ¢, donc pour t > 1, ﬁ > %, d’ol1, pour x > e,
®(z) >Ilnz —1et lim® = +o0.
+oo

VT z
2. Pour = > €2, on écrit ®(x) = a4 [ dt
Int Int
e Vz
* La premiere intégrale est évidemment majorée par v/z — e, donc par /.
* Pour la seconde intégrale, la fonction & intégrer est majorée par —-L—
g ? g .] p ln(\/g)’

i.e. par % et donc 'intégrale est majorée par (x — ﬁ)% et a fortiori par

2z
Inz”

On en déduit lirf ¥ = 0 et la courbe représentative admet une branche
T—r+00

parabolique dans la direction de ’axe des abscisses. L’allure s’en déduit.

Exercice 1-13

On définit une suite (un)n>1 par ug = 1, et pour tout n > 1 :

T+uf+ul+-+ul

Un+1 =
n
1. Etudier la monotonie de cette suite et donner sa limite.

2. Construire une fonction Pascal nommée u, utilisant la récursivité, et
permettant de calculer u, (c’est-a-dire telle que u(n) = uy,).

3. On considere le programme informatique suivant :

Begin i :=0; p :=1;

repeat
1 =i+l
P :=p*2

until u(i)>=p ; writeln(i)
End.
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On suppose que les variables i, p et la fonction u ont été déclarées précédem-
ment.

Ce programme affiche 7 lorsqu’on I'exécute.

p . s ‘2 Unp
Déterminer la nature de la série de terme général on

4. On considere le programme informatique suivant :
Var s,a,n : integer ;
Begin n :=0; S :=1; a :=1;
repeat
n :=n+l;
s :=stax*a ;
a :=s div n
until (s mod n)<>0 ; writeln (n)
End.
On suppose que le type Integer est défini de fagon a ce que ce programme
puisse « tourner » . Il affiche 43 lors de son exécution. Que peut-on en déduire ?

Solution :

1.0nawu; =1,us = 2,u3 = 3 et uqg = 5. Il semble donc que 'on ait u,, > n.
Si cette propriété est vraie jusqu’a un rang n, alors :

n(1+1 +22 4+ +n)—n(1+ 6 ) =up

et v, >n+1<=2n* -3’ -5m+6>0<= n—-1)(n—-2)2n+3) >0
Ainsi, on a bien u,4+1 > n + 1, et on conclut par le principe de récurrence
(fort, comme on dit parfois).

Upt1 >

On remarque que l'on a n.u, 41 = (n — 1)u, + u2, on peut donc écrire :

— Duy, +
Un+1 = (o= Dun +u, )gn Yn

et Uni1 — Uy = Un(un =1) 5
Par conséquent la suite (u,,) est croissante et diverge vers +oo.

(pour montrer la croissance, on pouvait se contenter de vérifier que u, > 1,
ce qui est évident sur la relation de récurrence).
2. On utilise la forme donnée en 1), plus commode pour le calcul :

Function u(n :integer) :real ;
Var S :integer ;
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Begin if n=1 then u :=1 else u :=((n-1)*u[n-1]+sqr(uln-11)/(n-1) ;
end ;

3. Ce programme dit que 7 est la premiére valeur de n, pour laquelle u,, > 2.
Or, si cette propriété est vraie pour un certain rang n, alors :

n —1)27 4 227 on _ 1
( )n — 2n(1 + - )

et ce minorant est au moins égal & 2"*! puisque 2" — 1 > n, pour n € N
(vérification facile).

unJrl Z

Ainsi la propriété est héréditaire et donc :
Vn>7u, >2"

4. Le résultat signifie que le premier terme de la suite qui n’est pas un nombre
entier est ug3 (mais le programme nécessite de pouvoir considérer de tres
grands entiers).
Exercice 1-14

VT

+00
On rappelle que / et dt = "5 et on pose pour x € R :
0

F(x) :/\/me dt

1. Préciser le domaine de définition de F'.

2. Soit G une primitive de z e’ Exprimer F' en fonction de G. En

déduire que F est dérivable sur R* et donner ’expression de F'.

3. Etudier le comportement de F' au voisinage de 0 : F est-elle dérivable en
0?7 Dérivable & droite ? A gauche?

4. Donner les limites de F' en 400 et en —oco. Donner le signe de F(z) en
fonction des valeurs de z.

Solution :

1. La fonction ¢ — e~ est continue sur R, donc intégrable sur tout segment
de R et F' est définie sur R.

2. On a F(z) = G(z) — G(y/]z]), dou :

x Sur RY, F(z) = G(z) — G(y/x), donc F est dérivable sur R’ , avec :

Va>0,F(z) =G'(x) - ﬁG’(\/}) =e " ﬁ e=?
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* Sur R* | F(z) = G(x) — G(v/—=), donc F est dérivable sur R* , avec :

Vo <0,F(z) =G'(z) - ﬁG’(\/—_x) —e " 4 2\/1—_;5 e’

3. Clairement lim F'(z) = +oo et lim F'(z) = —oo.
z—0~ z—0t

Comme F' est continue en 0, on en déduit que F n’est pas dérivable en 0, ni
dérivable & gauche ou a droite (conséquence du théoreme des accroissements
finis), la représentation graphique admettant des demi-tangentes verticales
(point de rebroussement de premiere espéce).

N

4. Pour z > 0, on écrit F(z) = / et dt — / et dt, d'on :
0 0

lim F(x):%—@zo

T—+00
0 5 V= 5
Pour z < 0, on écrit F(z) = —/ et dt — / et dt, et :
T 0

. T ™
Jim F(o) ==Y - YT =
Enfin, si > 1 les bornes sont dans le sens croissant et comme la fonction
a intégrer est strictement positive et continue, on a F(x) > 0. D’autre
part F(0) = F(1) = 0 et dans les autres cas les bornes sont dans le sens
décroissant, d’ou F(z) < 0.

Exercice 1-15

Soient (ay), (b)), (c,) les trois suites, définies pour n € N, par :

,

1
Gpy1 = %/ min(x, by, ¢,,) dz
-1

1
—1<ay<by<c<1,¥neN{ by = %/ med(z, ay, ¢, ) dx
-1

1
Cn+l = %/ max(x, by, an) dz
\ -1

ot med(z,y,z) désigne celui des trois réels qui est compris entre les deux
autres.

1. Montrer que, pour tout n, —1 < a, <b, <c, <1.

2. Déterminer a,y1,bn41,Cnt1 en fonction de ay, by, ¢y
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3. Montrer que b, 1 = %bn,l(i’) —b2_,). En déduire que |b,11| < %|bn,1|.

4. En déduire la convergence des trois suites et préciser les valeurs des limites
respectives.

Solution :

1. Par hypothese la propriété est verifiée au rang 0. On suppose donc qu’elle
est vraie pour un certain rang n et on a alors, pour tout x de [0,1] :

—1 < min(z, by, ¢,) < med(z, ap,c,) < max(z,an,b,) <1
(il suffit de distinguer selon la position de x par rapport & ay, b, et ¢,).

En intégrant ces inégalités sur le segment [0,1], on obtient les inégalités
voulues au rang n + 1 et on conclut par le principe de récurrence.

2. En suivant les valeurs de min, med et max, on a :

bn 1
anﬂz%/ mdm+%/ bnda::—i(bn—l)2
bn

-1

An Cn 1
bn+1:%/ andm-i—%/ wda:-{—%/ cndx:i(an+cn)(2+an—cn)

-1

an n

br 1
Cn+1:%/ bnda:-i—%/ rdr =
~1 bn

3. On remarque que @41 + Cpp1 = by €6 Apy1 — Cpy1 = —%(b% +1). On en
déduit, en décalant 'indice et en remplagant dans la relation centrale :

bt = § b (3= b3 1)

Or by € [~1,1], donc 0 < 3= b2_; <3 et [buy1| < 3[baor].

(b +1)?

=

4. Ainsi, par récurrence [bap1] < (3)7[ba] et [bap| < (3) [bol.
Par conséquent lim bsp, = 0 et lim bapi1 = 0.
p—00 p—00

Par recouvrement des cas possibles, on a donc lim b, = 0.
n—oo

En reportant, il vient : lim a, = —% et lim ¢, = %
n— 00 n—o00

Exercice 1-16

Soit f : x — /|22 — 1| et la suite u = (u,) définie par son premier terme
up € R et la relation de récurrence : Vn € Nyupt1 = f(up).
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1. Donner une représentation graphique de la fonction f.

2. Soit f; la restriction de f a [1, 4+o00[. Montrer que f; réalise une bijection de
[1, +o0o[ sur un intervalle & préciser et donner une expression de la bijection
réciproque g.

3. Soit v la suite définie par vy = 0 et la relation : Vn € Nyv,r1 = g(vp).
Etudier la monotonie et la nature de la suite v.

4. A Daide de la question 2), montrer que ’étude de la nature de la suite u
se ramene au cas ou ug € [0, 1].

5. Déterminer, en discutant selon les valeurs de ug, la nature de la suite u.

Solution :

1.

La courbe est formée d’un demi-cercle et de deux demi-branches d’hyperbole.

2.Pourz > 1l,ona:y=Va2-1< [z =+/y>+1ety > 0], donc f;
réalise une bijection strictement croissante de [1,+oo[ sur Ry, la bijection
réciproque g étant définie par :

Vy>0,9(y) = Vy>+1
3. Sur Ry, on ag(y) >y, donc Vn € N,v,11 > v,. La fonction g n’ayant pas
de point fixe, la suite v ne peut converger et nh—>Holo Up = +00.

4. Si ug < 0, alors w1 > 0. Quitte & décaler d’un rang, on peut donc supposer
ug > 0.

Si ug > 1, il existe un rang p tel que p > 1 et v, < uy < Vp41, d'olt :
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fvp) <ur < f(upt1), soit vp—1 < ur < vp, et on recommence jusqu'a :
v1 < up—1 < vz et enfin vg <up < vy

On a donc 0 < u, < 1, ce qui prouve que, quitte a décaler d’'un certain
nombre de rangs, on peut supposer ug € [0, 1].
5. Supposons donc ug € [0, 1].

. . . 1
* Si ug = —=, alors la suite est constante et égale & —=, la convergence est

V2 g V2’ g

banale.
* Sinon, comme on remarque que sur lintervalle [0,1], on a f o f(x) = =z,

la suite (ugp) est constante et égale & wp, tandis que la suite (ugpy1) est
constante et égale a u;. Comme ujug, la suite est divergente.

Exercice 1-17

+oo
1. Montrer que l'intégrale / e~t.In(t) dt est convergente. On notera /£ sa
0

valeur.
too ¢ Tl et

2. Soit = > 0. Etablirque/ eTdt:—ln:r%—é—f-/ %dt
z 0

( on commencera par justifier 'existence des intégrales).

+oo 4
En déduire lim (/ € _dt+1n x)

z—0t t

3. a) Soit a, b des nombres réels strictement positifs. Montrer que l'intégrale

Too _at _ bt
I(a,b) :/ ea%dt
0

est convergente.
+oo

+00 4t too 4

—bt
b) Etablir que pour = > 0, / % dt = / eT dt—/ eT dt
a b

T T T

En déduire la valeur de I(a,b).

1
4. Montrer l'existence et donner la valeur de 'intégrale / tl_tl dt.
0 n

Solution :

1. Soit f : t — e t.Int. La fonction f est définie et continue sur RY,

équivalente a t — Int¢ au voisinage de 0 et dominée par ¢ — t% au voisinage de
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1 1
I'infini. La convergence de / Intdt est connue, donc / f(t)dt converge et
0 0

la régle de Riemann montre que / f(t) dt converge également. On conclut
1
par disjonction des problemes.

2. x L’existence de I'intégrale de gauche résulte encore de la regle de Riemann.
L’intégrale de droite, ne pose pas de probleme car la fonction a intégrer se
prolonge par continuité en 0.

On inteégre alors par parties, en dérivant ¢ — e~ et en intégrant ¢ — 1en

t
t — Int (en procédant d’abord sur un segment [z,y], puis en faisant tendre

y vers U'infini). On obtient :

+oo z
I(:r):—e*””lna:+/ e’tlntdtzl—e’zlnm—/ e tlntdt
T 0
On réintegre par parties, en intégrant cette fois t — e fent— 1—et:

v —t
I(m):l—lnx—k/ l-e" g

o t
—t
La fonction t +— 1% étant prolongeable par continuité en 0, on a :
xT
—t
lim l-e™ dt = 0 et donc :
z—0 0 t

+o0o —t
hm[/) 9—dﬁ+mx]:€
z—0 z t

3. a) La fonction & intégrer se prolonge par continuité en 0 et est dominée
par t — %2 au voisinage de ’infini. L’intégrale existe bien.

b) Les intégrales écrites étant convergentes pour la borne infinie, on peut

o oo —at _ bt +oo —at oo bt
écrire, poura:>0:/ fdt:/ Tdt_/ Tdt'
T x T

Dans la premiere intégrale, on fait le changement de variable u = at et dans
la seconde, le changement de variable u = bt. Il vient :

T _at —bt too _u +oo _u
J,b(a:):/ th:/ e—du—/ € du
‘ T t a u b u

T T

t t
En appliquant deux fois le résultat précédent, ¢ disparait et :

I@w:gym@:mg

b oo ¢ oo ¢
Soit : Jgp(z) =1n i / € —dt+In(ax) — / € dt —In(bz)
a b

T T
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4. L’existence est acquise, car la fonction & intégrer est continue sur 0, 1] et
prolongeable en une fonction continue sur [0,1]. Le changement de variable
(1égitime, car de classe C! et strictement monotone) u = Int¢ donne :

1 +oo _ _92
/ tl_—ldt:/ e —e 4 —1n9
0 nt 0 U

Exercice 1-18

Pour toute fonction g continue sur R, pour tout entier naturel k et tout réel
Z, on pose :

Ti(g) (z) = / (@ — )*g(t) dr.

1. Montrer que T(g) est de classe C'', pour k > 0. Calculer alors [T)(g)]’ en
fonction de Tx—1(g)-

(On pourra utiliser la formule du binéme de Newton)
2. Montrer que T}, est une application linéaire injective.
3. Si g est une fonction polyndéme de degré p, que peut-on dire de Ty (g) ?

4. Soit a un réel strictement positif donné. Pour tout u € [—a,a], montrer
que :

n+1
|u] C,

nk
et — —‘ <
& K|S ey

ou C, ne dépend que de a.

n

5. En déduire la limite de w lorsque x est fixé et n tend vers
k=0 :

Pinfini.

On notera T'(g) (z) cette limite

6. Montrer que T'(g) est de classe C'. Calculer [T'(g)]'.

7. La fonction g étant donnée, exprimer, & 1’aide de T'(g), toutes les fonctions
f de classe C* telles que :

Va, f'(x) - f(z) = g(z)

Indication : on pourra dériver z — (f(z) — T'(g)(z))e™®.

Solution :
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1. En développant la puissance par la formule du binéme de Newton et en
utilisant la linéarité de l'intégration, on peut écrire :

ko ,

Tul)e) = 3 Clat [ (<04 Tg(t e
j=0 0

t = (—t)kF=7g(t) étant continue, on en déduit que Ty(g) est de classe C' et :

[Tk (9))' (x) = ;Cijﬂﬂ’l/o (=) 7g(t) dt + Z: Cial (—z)t I g(x)

Dans la seconde somme, on reconnait (z — z)k qui vaut 0, sauf pour kK = 0
et dans la premiére, la transformation jC] = kC}~ permet de reconnaitre
k(z —t)*1, soit :

VEk > 1,[Tk(9))] = kTk-1(9), [To(9)]' = 9

2. La linéarité de T} est banale. Soit alors g telle que T (g) = 0. En dérivant
k fois, il vient kTy(g) = 0, puis en dérivant une fois de plus : g = 0. Donc T,
est injective.

3. Si g est une fonction polynéme de degré p, alors Tp(g) est une fonction
polynéme de degré p + 1 et en poursuivant Ty (g) est une fonction polynéme
de degré p+ k + 1.

4. C’est 'inégalité de Taylor-Lagrange, et on peut prendre C, = e®.

5. On peut écrire :

‘/ oty dt—zk,Tk ‘_‘/ =3 Lw-o Jo(t) di|
< s bl Sy \/ o — e+ |
a| |n+2 | |
S 7y Sup |9
(n+2)' [—a,a]

n—

Et en faisant tendre n vers linfini : lim ) %Tk (9)(z) = / e tg(t) dt.
X k=0 " 0
6. Ainsi, T'(g)(z) = ez/ e tg(t) dt et, en dérivant :
0

Tl =g(o) +" [ gty
7. Si f est de classe C! et vérifie f'(z) — f(z) = g(z), en dérivant :
A (f(2) - T(g)(x)-e ) =0



34 ESCP 99 - Oral

Donc : Ja € RVz € R, f(z) =T(g)(z) + a.e”.

Exercice 1-19

On pose, pour (z,y) € (R%)? :

z,y) = Lty
I =t ey

1. Déterminer 'unique point critique de f.
(on rappelle qu’un point critique est un point ou les dérivées partielles
s’annulent)

2. A-t-on un extremum local en ce point ?

Solution :

2
1.0n a: %(m,y) = i x)gg+ ;:)()m e et, symétriquement, :
of _ z(z —y°)
oy "V = T+ o+ + )7

Comme z > 0 et y > 0, un point critique (z,y) vérifie z = y2 et y = 22, d’ou
z = z* et la seule solution strictement positive est z = 1, d’ot1 y = 1.
2. On peut calculer les dérivées partielles secondes au point (1, 1), mais il est

plus rapide de faire un développement limité & ’ordre 2, en posant ¢ = 1+ u
et y =14 v. On trouve alors :

F@y) = § = 35 — v +0%) + o(u? +0?)
Comme u? — uv +v? = (u — %v)2 + %02 > 0, pour (u,v)(0,0), il s’agit en ce

point d’un minimum local.

Exercice 1-20

+oo
1. Montrer la convergence de 'intégrale I = / ?Ltl dt
o € —
400 _ t
2. Comparer sa valeur avec celle de J = / % dt
0 e -

3. Vérifier que pour ¢ € [0,1],1 — cost < %tz et el —1>¢.

e—1 2
2 e—1

En déduire que : 0 < I < +
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nm
4. On pose pour tout entier n : I, = / Sm tl dt ,
0 e —

Montrer que les suites (I25),,cx €t (I2nt1),exn SONt Monotones.

(on pourra ramener I, 42 — I, & une intégrale sur [0, 7] )

Solution :

1. La fonction & intégrer est continue sur |0, +00[ et se prolonge par continuité
en 0 par 1 (car sint b tet et —1 5 t). De plus, au voisinage de 'infini, la
0 0

fonction est dominée en valeur absolue par % (prépondérance classique de
t

Pexponentielle) et la convergence (absolue) résulte de la régle de Riemann.

2. On integre par parties sur un segment [a, b] inclus dans R}, en dérivant
t
t— —,51—1 ent — ﬁ et en intégrant ¢t — sint en ¢ — 1 — cost. Ce
el

choix permet de faire disparaitre la limite du crochet de lintégration par
parties et il reste :

+oo _
1:/ gl_ntdt:/ T -cost)el
o e -1 0 (e =1)°
3. La seconde inégalité est connue (convexité de la fonction exponentielle).
La premiére se démontre aisément en étudiant les variations sur [0, 1] de la
1

142
2t 1+ cost.

1
L 1 — cost)e (1 — cost)et
Onecrltalors:I:J:/(idt+/ 7dt

o (e"=1)° 1 (e = 1)

En utilisant les inégalités précédentes :

1( t
og/ & — €08 dt</—dt le—1)
0

Pour la seconde intégrale, on se contente de 0 < 1 —cost < 2, et :

1 —cost)e O ot 2
0< (7dt</ € __dt =
_/1 (e" —1)? 1 (ef-1)° e—1

Ce qui donne ’encadrement voulu.

fonction t —

4 Le changement de variable t = (2n + 1)7 + u donne

™ .
S u
Ipyor — Iop = _/ 2nm+mtu du
_r€ -1



36 ESCP 99 - Oral

On partage alors cette intégrale en deux, en introduisant la borne intermé-
diaire 0, puis on fait le changement de variable u — —u dans la premiere, il
vient :

s
_ ; 1 1
g2 — Ip = /0 (Sln U’) |:e2n7r+7r—u 1 - e2nmrtu _ 1] du
L’expression placée entre crochets est clairement positive et donc la suite
(I2,,) est croissante.
Un calcul similaire montre que la suite (I2,,11) est décroissante.



