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ANALYSE

Exercice 1-1

Pour e�ectuer certains calculs de probabilit�es, on a besoin de connâ�tre

certaines valeurs de la fonction de r�epartition � de la loi normale centr�ee

r�eduite. Le but de cet exercice est de faire calculer �(x) �a 10�6 pr�es �a l'aide

d'un ordinateur, pour toute valeur x demand�ee par l'utilisateur.

Pour cela on consid�ere la fonction x 7! f(x) = e
�x

2

2 , pour x � 0.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n � 1 :

x

n

nX
k=1

e
� (kx)2

2n2 �
Z x

0

e
� t

2

2 dt � x

n

n�1X
k=0

e
� (kx)2

2n2

En d�eduire que :�����
Z

x

0

e
� t

2

2 dt� x

n

n�1X
k=0

e
� (kx)2

2n2

����� � x

n

�
1� e

�x
2

2

�
:

2. Quelle in�egalit�e doit v�eri�er n pour trouver une valeur approch�ee de �(x)

�a 10�6 pr�es ?

3. On consid�ere le programme suivant :

Program Loi normale ;

Uses crt ;

Const e=0.00001 ;
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Var s,x : real ; i,n : integer ;

Function f(x : real) : real ;

Begin � � � End ;

f fonction f d�efinie ci-dessus. g
Begin � � � � � � � � � � � � � � � � � � End.
Compl�eter ce programme pour qu'il demande �a l'utilisateur la valeur de x et

a�che �(x) �a 10�6 pr�es.

Solution :

1. On utilise la m�ethode classique des rectangles. Si t 2
�
kx

n
;
(k + 1)x

n

�
, la

fonction f �etant d�ecroissante, on a :

f
� (k + 1)x

n

�
� f(t) � f

�
kx

n

�
d'o�u, en int�egrant sur l'intervalle

�
kx

n
;
(k + 1)x

n

�
,

x

n
f

�
(k + 1)x

n

�
�
Z (k+1)x=n

kx=n

f(t)dt � x

n
f

�
kx

n

�

En�n, on somme ces in�egalit�es pour k 2 f0; 1; : : : ; n� 1g. Il vient :

x

n

nX
k=1

e
� (kx)2

2n2 �
Z x

0

e
� t

2

2 dt � x

n

n�1X
k=0

e
� (kx)2

2n2

L'in�egalit�e pr�ec�edente s'�ecrit an � bn � cn. Donc jbn � cnj � cn � an, soit :�����
Z

x

0

e
� t

2

2 dt� x

n

n�1X
k=0

e
� (kx)2

2n2

����� � x

n

�
1� e

� x
2

2

�

2. On sait que pour tout x � 0;�(x) =
1

2
+

1p
2�

Z x

0

e
� t

2

2 dt. Ainsi

x

n

n�1X
k=0

e
� (kx)2

2n2 sera une valeur approch�ee de �(x) �a 10�6 pr�es si n v�eri�e

1p
2�

x

n

�
1� e

�x
2

2

�
< 10�6.

La r�esolution de cette in�equation donne :

n >
xp
2�

106(1� e
� x

2

2 )
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3. Nous allons suivre l'algorithme pr�ec�edent pour �ecrire le programme de-

mand�e : calcul de n correspondant �a la pr�ecision donn�ee, puis calcul de

l'approximation.

Program Loi normale ;

Uses crt ;

Const e=0.000001 ;

Var s,x,u : real ;

k,n : integer ;

Function f(x :real) :real ;

Begin

f :=exp(-(x*x/2))

End ;

Begin

Write('x=') ; readln(x) ;

n :=1 ;

Repeat

n :=n+1 until (x*(1-f(x))/n)<e ;

For k :=1 to n do s :=s+x*f(x*k/n)/n ;

Writeln(n,' ', 0.5+s/sqrt(2*pi))

End.

Exercice 1-2

Soit un entier naturel n � 2 et f la fonction d�e�nie sur Rn par :

f(x1; : : : ; xn) =

nX
k=1

x
4
k

Minimiser f sous les contraintes :

f8 i; xi > 0; et x1 + : : :+ xn = ng.

Solution :

Sous les contraintes f8 i; xi > 0; et x1 + � � �+ xn = ng, on peut �ecrire f sous

la forme : 8<
: f(x1; : : : ; xn) =

n�1P
i=1

x
4
i
+ (n�

Pn�1

i=1 xi)
4

xi > 0; 8 i 2 [[1; n]]

Cette fonction admet des d�eriv�ees partielles et pour tout i 2 f1; : : : ; n� 1g :
@f

@xi
= 4

 
x
3
i
� (n�

n�1X
i=1

xi)
3

!
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La r�esolution du syst�eme d'�equations
@f

@xi
= 0 donne alors :8>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

x1 = n�
n�1X
i=1

xi

x2 = n�
n�1X
i=1

xi

...
...

...

xn�1 = n�
n�1X
i=1

xi

dont la seule solution est x1 = x2 = � � � = xn�1 = 1 (il su�t de sommer

toutes les �equations), donc xn = 1.

Ce point critique constitue-t-il un minimum pour f ? On sait par l'in�egalit�e

de Cauchy-Schwarz que :  
nX
i=1

1 � ui

!2

� n

nX
i=1

u
2
i

Posons ui = xi puis ui = x
2
i
. Alors :

nX
i=1

x
2
i �

1

n

 
nX
i=1

xi

!2

= n

et
nX
i=1

x
4
i
� 1

n

 
nX
i=1

x
2
i

!2

� n

Donc

nX
i=1

x
4
i � n et le point critique est un minimum pour f .

Notons d'ailleurs que l'�etude du cas d'�egalit�e dans l'in�egalit�e de Cauchy-

Schwarz donne en une seule fois la totalit�e de la r�eponse.

Exercice 1-3

Soit a un nombre r�eel positif ou nul. On consid�ere la s�erie de terme g�en�eral

un = n!
nY

k=1

(k + a)

(n � 1), o�u
nQ

k=1

xk d�esigne le produit x1x2 : : : xn.
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1. On suppose que a 2 [0; 1]. Montrer que la s�erie de terme g�en�eral un est

divergente.

2. On suppose que a > 1 et on note Sn�1 = u1+u2+ � � �+un�1, pour n � 2.

a) Etablir la relation : 8n � 2; Sn�1 =
1

a� 1
� n+ a

a� 1
un.

b) Montrer que la s�erie de terme g�en�eral un est convergente.

c) Calculer
1P
n=1

un.

Solution :

1. Si a 2 [0; 1], pour tout k 2 N; 0 < k+a � k+1 et 0 <

nY
k=1

(k+a) � (n+1)!.

Ceci entrâ�ne que :

un �
n!

(n+ 1)!
=

1

n+ 1
donc que la s�erie

P
un est divergente.

2. a) Montrons la relation : 8n � 2; Sn�1 =
1

a� 1
� n+ a

a� 1
un, par r�ecurrence

sur n.

� pour n = 2, on a :

1

a� 1
� 2 + a

a� 1
u2 =

1

a� 1

�
1� 2

a+ 1

�
=

1

a+ 1
; et S1 = u1 =

1

a+ 1

� supposons la relation v�eri��ee pour tout k � n� 1. Alors :

Sn = Sn�1 + un =
1

a� 1
� n+ a

a� 1
un + un

=
1

a� 1
(1� (n+ a)un + (a� 1)un) =

1

a� 1
(1� (n+ 1)un)

=
1

a� 1

�
1� (n+ 1)

(n+ a+ 1)un+1

n+ 1

�

=
1

a� 1
� n+ 1 + a

a� 1
un+1

b) La s�erie
P

un est une s�erie �a termes positifs telle que la suite des sommes

partielles (Sn) reste major�ee par
1

a� 1
. Cette s�erie est donc convergente et :

1X
n=1

un = ` � 1

a� 1
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c) Supposons que ` <
1

a� 1
. Dans ce cas :

lim
n!+1

n+ a

a� 1
un =

1

a� 1
� ` = � > 0

et
n+ a

a� 1
un � � ou un �

(a� 1)�

n
, ce qui entrâ�nerait la divergence de la

s�erie
P

un. Ainsi ` =
1

a� 1
.

Exercice 1-4

Pour tout r�eel x > 0, on pose g(x) =

Z
x

1

cos t
t

dt, et pour tout r�eel x 6= 0,

f(x) =

Z 3x

x

cos t
t

dt.

1. Etudier la parit�e de f .

2. Montrer que g est d�e�nie pour tout x > 0, d�erivable et donner la valeur

de g0(x).

3. Donner une relation simple entre f et g. En d�eduire que f est d�e�nie pour

tout x 6= 0, d�erivable et calculer f 0(x).

4. A l'aide d'une int�egration par parties, montrer que f(x) admet une limite

�nie lorsque x tend vers +1.

5. Calculer la limite quand x tend vers 0, x 6= 0 de h(x) =

Z 3x

x

cos t� 1
t

dt.

En d�eduire que f admet une limite quand x tend vers 0.

Solution :

1. La fonction f est bien d�e�nie pour tout x 6= 0, puisqu'alors t 7! cos t

t
est

continue sur l'intervalle [x; 3x].

On a :

f(�x) =
Z �3x

�x

cos t

t
dt =

Z 3x

x

cos(�t)
�t d(�t) = f(x)

La fonction f est donc paire.

2. La fonction g est une primitive de la fonction continue t 7! cos t

t
sur R+� .

La fonction g y est donc d�erivable, et pour tout x > 0 : g0(x) =
cosx

x
.
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3. On peut �ecrire :

f(x) =

Z 3x

x

cos t

t
dt =

Z 1

x

cos t

t
dt+

Z 3x

1

cos t

t
dt = g(3x)� g(x)

Ainsi f est d�erivable sur R+� et pour tout x > 0,

f
0(x) = 3g0(3x)� g

0(x) =
cos 3x� cosx

x
.

Par parit�e, f est d�erivable pour tout x 6= 0.

4. En int�egrant par parties, il vient :

f(x) =

�
sin t

t

�3x
x

+

Z 3x

x

sin t

t2
dt

=
sin 3x� 3 sinx

3x
+

Z 3x

x

sin t

t2
dt

On a :

lim
x!+1

���� sin 3x� 3 sinx

3x

���� � lim
x!+1

���� 43x
���� = 0

et : ����
Z 3x

x

sin t

t2
dt

���� �
Z 3x

x

1

t2
dt =

2

3x

tend �egalement vers 0 lorsque x tend vers l'in�ni. Finalement lim
x!+1

f(x) = 0.

5. Lorsque x est au voisinage de 0 ; on a j cos t� 1j � t
2

2
. Par suite :

jh(x)j �
Z 3x

x

j cos t� 1j
t

dt �
Z 3x

x

t

2
dt = 2x2

Ainsi lim
x!0

h(x) = 0.

On peut �ecrire f(x) = h(x) +

Z 3x

x

dt

t
= h(x) + ln 3. Donc lim

x!0
f(x) = ln 3.

Ceci permet de prolonger f en 0 en posant f(0) = ln 3.

Exercice 1-5

Pour n 2 N on pose : Jn =

Z +1

0

e�x sin2n x dx.

1. a) Montrer que Jn existe.

b) Calculer J0.



12 ESCP 99 - Oral

2. a) Pour n 2 N
� , d�eterminer une relation de r�ecurrence entre Jn et Jn�1,

et en d�eduire une expression de Jn en fonction de n.

b) Montrer que la suite (Jn)n2N est monotone. En d�eduire que cette suite

est convergente.

3. a) D�eterminer la nature de la s�erie de terme g�en�eral ln
�2k(2k � 1)

4k2 + 1

�
.

b) En d�eduire la limite de la suite (Jn)n2N.

4. On se propose de retrouver le r�esultat pr�ec�edent :

a) Montrer que l'on a :

8n 2 N; 0 < Jn � 1
1� e��

Z �

0

sin2n x dx

b) Retrouver ainsi la limite de la suite (Jn)n2N.

Solution :

1. a) Pour tout n 2 N; je�x sin2n xj � e
�x, ce qui entrâ�ne que Jn existe.

b) Trivialement J0 = 1.

2. Soit A > 0. Une int�egration par parties donne :Z A

0

e
�t sin2n tdt =

�
�e�t sin2n t

�A
0
+ 2n

Z A

0

e
�t sin2n t cos tdt

d'o�u, lorsque A tend vers l'in�ni :

Jn = 2n

Z +1

0

e
�t sin2n t cos tdt

On int�egre de nouveau par parties :

Jn

2n
=
�
�e�t sin2n�1

t cos t
�A
0
+

Z A

0

e
�t((2n� 1) sin2n�2

t cos2 t� sin2n t)dt

puis, quand A tend vers l'in�ni :

Jn = 2n((2n� 1)Jn�1 � (2n� 1)Jn � Jn)) Jn =
2n(2n� 1)

1 + 4n2
Jn�1

b) Il est �evident que Jn � 0 pour tout n. La relation pr�ec�edente montre

que la suite (Jn) est d�ecroissante. elle est donc convergente (d�ecroissante et

minor�ee).

3. a) On a :

ln

�
4k2 � 2k

4k2 + 1

�
= ln

�
1� 1 + 2k

1 + 4k2

�
� � 1 + 2k

1 + 4k2
� � 1

2k
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La s�erie
X

ln

�
4k2 � 2k

4k2 + 1

�
est donc divergente et de limite �1.

b) On sait que ln

�
Jk

Jk�1

�
= ln

�
4k2 � 2k

4k2 + 1

�
. Donc, pour tout n � 1 :

nX
k=1

ln

�
Jk

Jk�1

�
=

nX
k=1

ln

�
4k2 � 2k

4k2 + 1

�
ou

ln Jn � ln J0 =

nX
k=1

ln

�
4k2 � 2k

4k2 + 1

�
cela entrâ�ne que lim

n!+1
ln Jn = �1 donc que lim

n!+1
Jn = 0.

4. a) Soit k � 0. Alors :Z (k+1)�

k�

e
�t sin2n tdt =

Z �

0

e
�u�k� sin2n udu

Pour tout N 2 N� :Z (N+1)�

0

e
�t sin2n tdt =

NX
k=0

Z (k+1)�

k�

e
�t sin2n tdt

=

Z �

0

 
NX
k=0

e
�u�k�

!
sin2n udu

=

Z
�

0

1� e
�(N+1)u

1� e�u
e
�u sin2n udu

�
Z

�

0

e
�u

1� e�u
sin2n udu

� 1

1� e��

Z �

0

sin2n udu

Ceci restant v�eri��e pour tout N , l'in�egalit�e demand�ee en d�ecoule.

b) Montrons que lim
n!+1

Z
�

0

sin2n tdt = 0. On peut �ecrire :

Z �

0

sin2n tdt =

Z �=2

0

sin2n tdt+

Z �

�=2

sin2n tdt

Le changement de variable u = � � t dans la seconde int�egrale montre queZ �

0

sin2n tdt = 2

Z �=2

0

sin2n tdt.
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Soit " > 0. Alors : Z �=2

�=2�"
sin2n tdt � "

et, par croissance de la fonction sinus sur [0; �=2] :Z �=2�"

0

sin2n tdt �
�
sin
�
�

2
� "

��2n
� �

2

Comme 0 < sin
�
�

2
� "

�
< 1, il existe n0 tel que pour tout n � n0,

0 �
�
sin
�
�

2
� "

��2n
< ". Ceci entrâ�ne que lorsque n tend vers l'in�ni, Jn

tend vers 0.

Exercice 1-6

Pour x et t r�eels, on pose

f(x; t) =
ln(1 + xt)

t:(1 + t)

1. D�eterminer le domaine de d�e�nition D de f .

2. Soit x 6= 1 �x�e. D�eterminer deux r�eels ax et bx, fonction de x uniquement

tels que, pour tout t v�eri�ant (x; t) 2 D, on ait :

@f

@x
(x; t) =

ax

1 + x t
+

bx

1 + t

On pose

F (x) =

Z 1

0

ln(1 + xt)

t:(1 + t)
dt

3. Pr�eciser le domaine de d�e�nition � de F .

4. En admettant que, pour x > �1,

F
0(x) =

Z 1

0

@f

@x
(x; t) dt

calculer explicitement F 0(x) et en d�eduire le sens de variation de F sur �.

5. Montrer que F 0 est continue en 1.

6. D�eterminer la limite de F en +1 (on pourra faire un changement de

variable).

Solution :



Analyse 15

1. f(x; t) =
ln(1 + xt)

t � (1 + t)
est d�e�nie si et seulement si

8<
:

t 6= 0

t 6= �1
1 + xt > 0

Ce qui

donne :

� x = 0; t 6= 0; 1

� x > 0; 1 + xt > 0, t > �1=x
� x < 0; 1 + xt > 0, t < �1=x
2. Un calcul �el�ementaire donne :

@f

@x
=

1

(1 + t)(1 + xt)
=

ax

1 + t
+

bx

1 + xt

En r�eduisant cette derni�ere expression au mme d�enominateur et par identi�-

cation avec l'expression pr�ec�edente, il vient :

bx = � x

1� x
; ax =

1

1� x

Donc, pour tout x 6= 1 :

1

(1 + t)(1 + xt)
=

1

1� x

�
1

1 + t
� x

1 + xt

�
3. La fonction t 7! f(x; t) est continue sur ]0; 1[ si et seulement si x � �1.
� au voisinage de 0+, f(x; t) � x. Ainsi t 7! f(x; t) admet un prolongement

par continuit�e en t = 0.

� au voisinage de 1�, si x > �1, t 7! f(x; t) est continue en 1.

Si x = �1, f(�1; t) = ln(1� t)

t(1 + t)
� ln(1� t)

2
. Et l'int�egrale

Z 1

1=2

ln(1 � t)dt

converge comme l'int�egrale

Z 1=2

0

lnudu.

Finalement F est d�e�nie sur � = [�1;+1].

4. Si x > �1; x 6= 1 :

F
0(x) =

1

1� x

�Z 1

0

dt

1 + t
� x

Z 1

0

dt

1 + xt

�
=

1

1� x
ln

�
2

1 + x

�
et F 0(x) > 0 pour tout x > �1; x 6= 1. Ainsi la fonction F est croissante sur

�.

5. On a :

F
0(1) =

Z 1

0

dt

(1 + t)2
=

1

2
et en posant x = 1 + h, pour h au voisinage de 0 :

F
0(x) = � 1

1� x
ln

�
1 + x

2

�
=

1

h
ln(1 +

h

2
) � 1

2
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ce qui montre que F 0 est continue en x = 1.

6. Pour x > 0, posons u = xt. Il vient :

F (x) =

Z x

0

ln(1 + u)

u

x

x+ u
du � 1

2

Z x

0

ln(1 + u)

u
du

Or l'int�egrale

Z +1

0

ln(1 + u)

u
du diverge, car

ln(1 + u)

u
� 1

u
d�es que u � e.

Donc lim
x!+1

F (x) = +1.

Exercice 1-7

1. R�esoudre l'in�equation : x2 � 2x+
p
x > 0 , ainsi que le syst�eme :�

a = 1�
p
b

b = 1�
p
a

2. �Etudier la suite d�e�nie par 8n 2 N; un+1 = 1 �
p
junj dans le cas o�u

u0 2 [0; 1].

Solution :

1. On remarque que 0 n'est pas solution de cette in�equation, et on pose

X =
p
x. L'in�equation devient X4 � 2X2 +X > 0. Comme X > 0, elle est

�equivalente �a X3 � 2X + 1 > 0. Or :

X
3 � 2X + 1 = (X � 1)(X +

p
5 + 1

2
)(X �

p
5� 1

2
)

Donc :

x
2 � 2x+

p
x =

p
x(
p
x� 1)(

p
x+

p
5 + 1

2
)(
p
x�

p
5� 1

2
)

L'ensemble des solutions est alors :

x 2
i
0;

3�
p
5

2

h
[ ]1;+1[

Le syst�eme

�
a = 1�

p
b

b = 1�
p
a

admet comme solutions �evidentes les couples

(1; 0) et (0; 1).

Autrement il est �equivalent au syst�eme

8<
:
a > 0; b > 0

a
2 � 2a+

p
a = 0

b = 1�
p
a

, qui admet, par

la question pr�ec�edente, comme unique solution le couple

 
3�

p
5

2
;
3 +

p
5

2

!
.
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2. On montre facilement par r�ecurrence que pour tout n � 0; un 2 [0; 1]. La

suite (un) est donc born�ee. Si elle converge, elle converge vers le point �xe

de l'application continue x 7! 1�
p
x qui n'est autre que ` =

3�
p
5

2
2]0; 1[.

On remarque en�n que les sous-suites (u2n) et (u2n+1) sont monotones et

born�ees et qu'elles convergent vers les points a et b solutions du syst�eme

d'�equations de la question pr�ec�edente.

� si u0 = 0 ou u0 = 1. La suite (un) prend alternativement les valeurs 0 et

1 et ne converge pas.

� si u0 = `, la suite (un) est constante �egale �a `.

� si 0 < u0 < `, on consid�ere les sous-suites (u2n) et (u2n+1). On montre

par r�ecurrence que (u2n) est croissante et major�ee par `, alors que (u2n+1)

est d�ecroissante minor�ee par `. Ces deux sous-suites convergent donc vers `.

� si ` < u0 < 1, on consid�ere les sous-suites (u2n) et (u2n+1). On montre par

r�ecurrence que (u2n) est d�ecroissante et minor�ee par `, alors que (u2n+1) est

croissante major�ee par `. Ces deux sous-suites convergent donc vers `.

Exercice 1-8

Soit f : R ! R
� une fonction continue v�eri�ant, pour tout (x; y) 2 R2 :

f(x+ y) = f(x)f(y)

1. a) Calculer f(0).

b) Montrer qu'il existe a 2 R tel que

Z a

0

f(t) dt 6= 0.

2. Montrer que f est de classe C1 sur R. Donner une relation simple entre f

et sa d�eriv�ee f 0, puis exprimer f en fonction du nombre f 0(0).

(on rappelle que les solutions de l'�equation di��erentielle z0 = �z, o�u � 2 R,

sont les fonctions x 7! Ce�x, o�u C est une constante r�eelle).

3. Soit (
;A; p) un espace probabilis�e et X une variable al�eatoire d�e�nie sur


, �a densit�e, �a valeurs dans R+ , telle que pour tout (x; y) 2 R+2 :

P [X > x+ y) = X > x] = P (X > y)

D�eterminer la loi de X .
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Solution :

1. a) En posant x = y = 0 dans l'�equation f(x + y) = f(x)f(y), on obtient

f(0) = f
2(0), d'o�u f(0) 2 f0; 1g. Si f(0) = 0, alors pour tout x r�eel, f(x) = 0

(on prend y = 0), et f est la fonction identiquement nulle. Aussi f(0) = 1.

b) Supposons que pour tout x r�eel,

Z
x

0

f(t)dt = 0. Alors, en d�erivant, pour

tout x r�eel f(x) = 0. On peut donc a�rmer qu'il existe a 2 R tel queZ a

0

f(t)dt 6= 0.

2. Reprenons l'�equation f(x+ y) = f(x)f(y).

f(x+ y) = f(x)f(y))
Z a

0

f(x+ y)dy = f(x)

Z a

0

f(y)dy

,
Z

x+a

x

f(t)dt = �f(x); (� =

Z
a

0

f(t)dt 6= 0)

Donc :

f(x) =
1

�

Z
x+a

x

f(t)dt

est une fonction de classe C1 puisque f est continue.

Par d�erivation, l'�equation f(x+ y) = f(x)f(y) donne f 0(x + y) = f
0(x)f(y)

et pour x = 0, pour tout y r�eel, f 0(y) = f
0(0)f(y). Ainsi f v�eri�e l'�equation

di��erentielle z0 = �z dont les solutions sont les fonctions x 7! Ce
�x. Ici, pour

tout x r�eel :

f(x) = e
f
0(0)x

; (f(0) = 1)

3. On sait que :

P (X > x+ yjX > x) =
P ((X > x+ y) \ (X > x))

P (X > x)
=

P (X > x+ y)

P (X > x)

= P (X > y)

Donc :

P (X > x+ y) = P (X > x)P (X > y)

Posons G(x) = P (X > x). La fonction G est continue et v�eri�e, pour tout

x > 0; y > 0; G(x + y) = G(x)G(y) et G(0) = 1. On sait alors qu'il existe

un r�eel � tel que pour tout x > 0; G(x) = e
�x, et F (x) = P (X < x) =

1 � G(x) = 1 � e
�x. Comme F est une fonction de r�epartition (pour tout

x; 0 � F (x) � 1), � < 0 et X suit une loi exponentielle de param�etre ��.
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Exercice 1-9

Soit n un entier naturel non nul et (En) l'�equation :

(En) 1 + ln(x+ n) = x

1. Montrer que (En) admet une unique solution an sur R+ .

2. Pour n assez grand, comparer les trois nombres n; ln(n) et an. En d�eduire

la nature de la suite (an).

3. a) D�eterminer une constante C telle que les suites (an) et (C ln(n)) soient

�equivalentes.

b) D�eterminer un �equivalent simple de ean .

4. a) Montrer que la suite (an � C ln(n)) est convergente et d�eterminer sa

limite `.

b) Quelle est la nature de la s�erie
P
(an � C ln(n)� `) ?

Solution :

1. Soit f la fonction d�e�nie sur R+ par : f(x) = x� ln(n+ x)� 1.

La fonction f est d�erivable sur R+ , avec f 0(x) = n+ x� 1
n+ x

. Par cons�equent

f est strictement croissante sur R+ et comme f(0) = � lnn � 1 < 0 et

lim
+1

f = +1, la fonction continue f s'annule une fois (th�eor�eme des valeurs

interm�ediaires) et une seule (stricte monotonie).

2. ? f(n) = n� ln(2n)� 1, donc pour n assez grand f(n) > 0 et an < n.

? f(lnn) = lnn � ln(n+ lnn) � 1 = ln
�

n

n+ lnn

�
� 1 �!

n!1
�1. Ainsi, pour

n assez grand, on a f(lnn) < 0 et an > lnn.

? Pour n assez grand, on a an > lnn, donc lim
n!1

an = +1.

3. a) On a 1 + ln(an + n) = an, donc an = 1+ lnn+ ln(1 + an
n
). Or, pour n

assez grand, 0 < an
n

< 1, donc le terme pr�epond�erant est lnn et an �
(1)

lnn.

On a donc C = 1.

b) On a : ean = e:eln(n+an) = e(n+an), et comme an est n�egligeable devant

n (il est �equivalent �a lnn), il vient : ean �
(1)

ne.

4. a) On a : an � lnn = 1 + ln(1 + an
n
) �!
n!1

1.

b) En�n, an � lnn� 1 = ln(1 + an
n
) �
(n!1)

an
n

�
(n!1)

lnn
n

.
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Par cons�equent, pour n assez grand an � lnn� 1 > 1
n
et la divergence de la

s�erie harmonique donne par minoration la divergence de la s�erie propos�ee.

Exercice 1-10

Soit L l'ensemble des fonctions f : R ! R poss�edant la propri�et�e suivante :

(9 Kf � 0) (8 x 2 R) (8 y 2 R) jf(y)� f(x)j � Kf jy � xj (1)

1. V�eri�er que L est un sous-espace vectoriel de l'espace C des fonctions

continues de R dans R.

Donner un exemple de fonction (non nulle) de L et de fonction de C
n'appartenant pas �a L.

Soit g une fonction de L, a 2 R et � 2 ]�1; 1[ �x�es.
2. Montrer que, pour tout x r�eel, la s�erie de terme g�en�eral �n g(x + na)

converge.

(on pourra chercher �a majorer g(x+ na) �a l'aide de la propri�et�e (1)).

On d�e�nit ainsi une fonction F : R ! R par :

F (x) =

+1X
n=0

�
n
g(x+ na)

3. Montrer que F 2 L.

4. Montrer que F est l'unique fonction f 2 L v�eri�ant :

(8 x 2 R) f(x)� � f(x+ a) = g(x)

Solution :

1. L'ensemble L est non vide, puisqu'il contient la fonction nulle. Pour chaque

x �x�e, la condition (1) donne la continuit�e de f en x, donc L est inclus dans

l'espace vectoriel C.
En�n, si f et g appartiennent �a L, de constantes associ�eesKf etKg, l'in�egalit�e

triangulaire montre que f + �g appartient �a L, une constante associ�ee �etant
Kf + j�jKg .

Toute fonction de classe C1 �a d�eriv�ee born�ee est dans L (par exemple x 7! x)

et toute fonction de classe C1 �a d�eriv�ee non born�ee n'appartient pas �a L (par

exemple x 7! ex).

2. D'apr�es (1), jg(x+ na)� g(x)j � Kgjnaj et, en particulier :

jg(x+ na)j � jg(x)j +Kgnjaj et j�ng(x+ na)j � j�jnjg(x)j+ nj�jnKgjaj.
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La s�erie de terme g�en�eral j�jn est convergente, ainsi que la s�erie de terme

g�en�eral nj�jn. Par majoration, la s�erie propos�ee est absolument convergente.

3. Pour tout couple (x; y) :

jF (y)� F (x)j = j
1P
n=0

�
n
g(y + na)�

1P
n=0

�
n
g(x+ na)j �

1P
n=0

j�jnKgjy � xj

=
Kg

1� j�j jy � xj

(�ecrire d'abord des sommes �nies et prolonger les in�egalit�es �a la limite)

Donc F v�eri�e la condition (1).

4. ? On a :

F (x)� �F (x + a) =
1P
n=0

�
n
g(x+ na)� �

1P
n=0

�
n
g(x+ (n+ 1)a)

F (x)��F (x+a) = g(x)+
1P
n=1

�
n
g(x+na)�

1P
n=0

�
n+1

g(x+(n+1)a) = g(x)

? R�eciproquement, soit f 2 L v�eri�ant la condition de la question 4). On a :8>><
>>:
f(x)� �f(x+ a) = g(x)

f(x+ a)� �f(x+ 2a) = g(x+ a)
...

f(x+ (n� 1)a)� �f(x + na) = g(x+ (n� 1)a)

D'o�u : f(x) = �
n
f(x+ na) +

n�1P
k=0

�
k
g(x+ ka)

Or j�nf(x + na)j � j�jn
�
jf(x)j + Kf :njaj

�
�!
n!1

0 et, d'apr�es la question

pr�ec�edente,
n�1P
k=0

�
k
g(x+ ka) converge vers F .

Soit f(x) = F (x) et F est l'unique solution appartenant �a L.

Exercice 1-11

1. Pour n 2 N� , �etudier la convergence de l'int�egrale In =

Z +1

0

dt

(1 + t4)n

2. Justi�er que la suite (In)n�1 converge (on ne cherchera pas �a calculer sa

limite).

3. Montrer que :

(8 n 2 N� ) In � In+1 =
1

4n
In
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4. En d�eduire une expression de In en fonction de I1.

5. D�eterminer la nature de la s�erie
X

ln

�
4n� 1

4n

�
.

En d�eduire la valeur de lim
n!+1

In.

6. Calculer Sn =

nX
k=1

(�1)k�1
Ik et en d�eduire la nature et la somme, en

fonction de I1, de la s�erie

+1X
k=1

(�1)k�1
Ik.

Solution :

1. La fonction �a int�egrer est continue sur R+ et �equivalente au voisinage

de l'in�ni �a 1
t
4n : la r�egle de Riemann montre que l'int�egrale converge si et

seulement si 4n > 1, donc converge pour tout n de N� .

2. 8 t 2 R+ ; (1 + t
4)n+1 � (1 + t

4)n, donc In+1 � In et la suite (In) est

positive d�ecroissante, donc convergente.

3. In � In+1 =

Z +1

0

t� t
3

(1 + t
4)n+1 dt.

On e�ectue alors une int�egration par parties, en int�egrant t 7! t
3

(1 + t
4)n+1

en t 7! � 1
4n(1 + t

4)n
, d'abord sur un segment [0; X ], puis en faisant tendre

X vers +1, ce qui donne :

In � In+1 =
1
4n

In

4. Ainsi In+1 =
4n� 1
4n

In et, par r�ecurrence :

8n � 1; In =
n�1Q
k=1

�4k � 1
4k

�
I1

5. ln
�4n� 1

4n

�
= ln

�
1 � 1

4n

�
� � 1

4n
, qui est le terme g�en�eral d'une s�erie

divergente. La s�erie propos�ee �etant �a termes n�egatifs, elle est donc divergente

vers �1.

Soit : ln In = ln I1 +
n�1P
k=1

ln
�4k � 1

4k

�
�! �1 et donc lim In = 0.
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6. Sn =

Z +1

0

h nP
k=1

(�1)k�1 1
(1 + t

4)k

i
dt =

Z +1

0

1�
�
� 1

1+t4

�n
2 + t4

dt

(identit�e g�eom�etrique, la raison �etant di��erente de 1)

Soit : Sn =

Z +1

0

dt

2 + t
4| {z }

J

+(�1)n+1

Z +1

0

dt

(1 + t
4)n(2 + t

4)| {z }
Rn

Comme 0 � Rn � In, on a lim
n!1

Rn = 0 et :

1P
k=1

(�1)k�1
Ik =

Z +1

0

dt

2 + t
4 = `

Le changement de variable t = 21=4u donne : ` = 2�3=4
I1.

Exercice 1-12

On consid�ere la fonction � d�e�nie sur ]1;+1[ par �(x) =

Z
x

e

dt

ln t
.

(La borne inf�erieure de l'intervalle d'int�egration est le nombre hhe ii base des

logarithmes n�ep�eriens).

1. Etudier les variations de la fonction � sur ]1;+1[.

Pr�eciser le signe de � sur ]1;+1[ et sa convexit�e �eventuelle.

La fonction � admet-elle une limite en 1 ? en +1 ?

2. Montrer que pour tout x > e2, �(x) <
p
x+

2x

lnx

(On pourra d�ecomposer l'int�egrale

Z x

e

dt

ln t
�a l'aide de la relation de Chasles

en introduisant le point
p
x).

En d�eduire la nature de la branche in�nie de la courbe repr�esentative de �,

puis une allure de cette courbe.

Solution :

1. La fonction �a int�egrer est continue et positive sur l'intervalle ]1;+1[,

donc pour x > 1, �(x) a bien un sens. De plus � est d�erivable avec

�0(x) = 1
lnx

> 0. La fonction � est croissante sur ]1;+1[.

Si x > e, les bornes sont dans le sens croissant et la fonction �a int�egrer est

positive, donc �(x) > 0.

Si 1 < x < e, les bornes sont dans le sens d�ecroissant et la fonction �a int�egrer

est encore positive, donc �(x) < 0.
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� est deux fois d�erivable et �00(x) = � 1
x(lnx)2

< 0, la fonction � est donc

concave.

Au voisinage de 1, on a 1
ln t

� 1
t� 1

. La r�egle de Riemann donne alors la

divergence de l'int�egrale

Z 1

e

dt

ln t
et � n'a pas de limite en 1. Comme elle est

croissante, cela signi�e que lim
1+

� = �1.

En�n, on a toujours ln t < t, donc pour t > 1, 1
ln t

>
1
t
, d'o�u, pour x > e,

�(x) > lnx� 1 et lim
+1

� = +1.

2. Pour x > e2, on �ecrit �(x) =

Z p
x

e

dt

ln t
+

Z
x

p
x

dt

ln t
.

? La premi�ere int�egrale est �evidemment major�ee par
p
x� e, donc par

p
x.

? Pour la seconde int�egrale, la fonction �a int�egrer est major�ee par 1
ln(
p
x)

,

i.e. par 2
lnx

et donc l'int�egrale est major�ee par (x�
p
x) 2

lnx
et a fortiori par

2x
lnx

.

On en d�eduit lim
x!+1

�(x)
x

= 0 et la courbe repr�esentative admet une branche

parabolique dans la direction de l'axe des abscisses. L'allure s'en d�eduit.

Exercice 1-13

On d�e�nit une suite (un)n�1 par u1 = 1, et pour tout n � 1 :

un+1 =
1 + u

2
1 + u

2
2 + �+ u

2
n

n
1. Etudier la monotonie de cette suite et donner sa limite.

2. Construire une fonction Pascal nomm�ee u, utilisant la r�ecursivit�e, et

permettant de calculer un (c'est-�a-dire telle que u(n) = un).

3. On consid�ere le programme informatique suivant :

Begin i :=0 ; p :=1 ;

repeat

i :=i+1 ;

p :=p*2

until u(i)>=p ; writeln(i)

End.
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On suppose que les variables i, p et la fonction u ont �et�e d�eclar�ees pr�ec�edem-

ment.

Ce programme a�che 7 lorsqu'on l'ex�ecute.

D�eterminer la nature de la s�erie de terme g�en�eral
un

2n
.

4. On consid�ere le programme informatique suivant :

Var s,a,n : integer ;

Begin n :=0 ; S :=1 ; a :=1 ;

repeat

n :=n+1 ;

s :=s+a*a ;

a :=s div n

until (s mod n)<>0 ; writeln (n)

End.

On suppose que le type Integer est d�e�ni de fa�con �a ce que ce programme

puisse hh tourner ii . Il a�che 43 lors de son ex�ecution. Que peut-on en d�eduire ?

Solution :

1. On a u1 = 1; u2 = 2; u3 = 3 et u4 = 5. Il semble donc que l'on ait un � n.

Si cette propri�et�e est vraie jusqu'�a un rang n, alors :

un+1 � 1
n
(1 + 12 + 22 + � � �+ n

2) = 1
n
(1 +

n(n+ 1)(2n+ 1)
6

) = vn

et : vn � n+ 1() 2n3 � 3n2 � 5n+ 6 � 0() (n� 1)(n� 2)(2n+ 3) � 0

Ainsi, on a bien un+1 � n + 1, et on conclut par le principe de r�ecurrence

(fort, comme on dit parfois).

On remarque que l'on a n:un+1 = (n� 1)un + u
2
n
, on peut donc �ecrire :

un+1 =
(n� 1)un + u

2
n

n

et un+1 � un =
un(un � 1)

n
� 0.

Par cons�equent la suite (un) est croissante et diverge vers +1.

(pour montrer la croissance, on pouvait se contenter de v�eri�er que un � 1,

ce qui est �evident sur la relation de r�ecurrence).

2. On utilise la forme donn�ee en 1), plus commode pour le calcul :

Function u(n :integer) :real ;

Var S :integer ;
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Begin if n=1 then u :=1 else u :=((n-1)�u[n-1]+sqr(u[n-1])/(n-1) ;

end ;

3. Ce programme dit que 7 est la premi�ere valeur de n, pour laquelle un � 2n.

Or, si cette propri�et�e est vraie pour un certain rang n, alors :

un+1 �
(n� 1)2n + 22n

n
= 2n(1 + 2n � 1

n
)

et ce minorant est au moins �egal �a 2n+1 puisque 2n � 1 � n, pour n 2 N

(v�eri�cation facile).

Ainsi la propri�et�e est h�er�editaire et donc :

8n � 7; un � 2n

4. Le r�esultat signi�e que le premier terme de la suite qui n'est pas un nombre

entier est u43 (mais le programme n�ecessite de pouvoir consid�erer de tr�es

grands entiers).

Exercice 1-14

On rappelle que

Z +1

0

e�t
2

dt =

p
�

2
, et on pose pour x 2 R :

F (x) =

Z x

p
jxj
e�t

2

dt

1. Pr�eciser le domaine de d�e�nition de F .

2. Soit G une primitive de x 7! e�x
2

. Exprimer F en fonction de G. En

d�eduire que F est d�erivable sur R� et donner l'expression de F 0.

3. Etudier le comportement de F au voisinage de 0 : F est-elle d�erivable en

0 ? D�erivable �a droite ? A gauche ?

4. Donner les limites de F en +1 et en �1. Donner le signe de F (x) en

fonction des valeurs de x.

Solution :

1. La fonction t 7! e�t
2

est continue sur R, donc int�egrable sur tout segment

de R et F est d�e�nie sur R.

2. On a F (x) = G(x) �G(
p
jxj), d'o�u :

? Sur R�+ , F (x) = G(x) �G(
p
x), donc F est d�erivable sur R�+ , avec :

8x > 0; F 0(x) = G
0(x) � 1

2
p
x
G
0(
p
x) = e�x

2 � 1
2
p
x
e�x
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? Sur R�� , F (x) = G(x) �G(
p
�x), donc F est d�erivable sur R�� , avec :

8x < 0; F 0(x) = G
0(x) � 1

2
p
�xG

0(
p
�x) = e�x

2

+ 1
2
p
�x ex

3. Clairement lim
x!0�

F
0(x) = +1 et lim

x!0+
F
0(x) = �1.

Comme F est continue en 0, on en d�eduit que F n'est pas d�erivable en 0, ni

d�erivable �a gauche ou �a droite (cons�equence du th�eor�eme des accroissements

�nis), la repr�esentation graphique admettant des demi-tangentes verticales

(point de rebroussement de premi�ere esp�ece).

4. Pour x > 0, on �ecrit F (x) =

Z
x

0

e�t
2

dt�
Z p

x

0

e�t
2

dt, d'o�u :

lim
x!+1

F (x) =

p
�

2
�
p
�

2
= 0

Pour x < 0, on �ecrit F (x) = �
Z 0

x

e�t
2

dt�
Z p

�x

0

e�t
2

dt, et :

lim
x!�1

F (x) = �
p
�

2
�
p
�

2
= �

p
�

En�n, si x > 1 les bornes sont dans le sens croissant et comme la fonction

�a int�egrer est strictement positive et continue, on a F (x) > 0. D'autre

part F (0) = F (1) = 0 et dans les autres cas les bornes sont dans le sens

d�ecroissant, d'o�u F (x) < 0.

Exercice 1-15

Soient (an); (bn); (cn) les trois suites, d�e�nies pour n 2 N, par :

�1 � a0 � b0 � c0 � 1, 8n 2 N;

8>>>>>>><
>>>>>>>:

an+1 =
1
2

Z 1

�1

min(x; bn; cn) dx

bn+1 =
1
2

Z 1

�1

med(x; an; cn) dx

cn+1 =
1
2

Z 1

�1

max(x; bn; an) dx

o�u med(x; y; z) d�esigne celui des trois r�eels qui est compris entre les deux

autres.

1. Montrer que, pour tout n, �1 � an � bn � cn � 1.

2. D�eterminer an+1; bn+1; cn+1 en fonction de an; bn; cn.
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3. Montrer que bn+1 =
1
8
bn�1(3� b

2
n�1). En d�eduire que jbn+1j � 3

8
jbn�1j.

4. En d�eduire la convergence des trois suites et pr�eciser les valeurs des limites

respectives.

Solution :

1. Par hypoth�ese la propri�et�e est veri��ee au rang 0. On suppose donc qu'elle

est vraie pour un certain rang n et on a alors, pour tout x de [0; 1] :

�1 � min(x; bn; cn) � med(x; an; cn) � max(x; an; bn) � 1

(il su�t de distinguer selon la position de x par rapport �a an; bn et cn).

En int�egrant ces in�egalit�es sur le segment [0; 1], on obtient les in�egalit�es

voulues au rang n+ 1 et on conclut par le principe de r�ecurrence.

2. En suivant les valeurs de min, med et max, on a :

an+1 =
1
2

Z bn

�1

x dx + 1
2

Z 1

bn

bn dx = �1
4
(bn � 1)2

bn+1 =
1
2

Z an

�1

an dx+
1
2

Z cn

an

x dx+ 1
2

Z 1

cn

cn dx = 1
4
(an + cn)(2 + an � cn)

cn+1 =
1
2

Z bn

�1

bn dx+
1
2

Z 1

bn

x dx = 1
4
(bn + 1)2

3. On remarque que an+1 + cn+1 = bn et an+1 � cn+1 = �1
2
(b2n + 1). On en

d�eduit, en d�ecalant l'indice et en rempla�cant dans la relation centrale :

bn+1 =
1
8
bn�1(3� b

2
n�1)

Or bn 2 [�1; 1], donc 0 � 3� b
2
n�1 � 3 et jbn+1j � 3

8
jbn�1j.

4. Ainsi, par r�ecurrence jb2p+1j �
�3
8

�pjb1j et jb2pj � �38�pjb0j.
Par cons�equent lim

p!1
b2p = 0 et lim

p!1
b2p+1 = 0.

Par recouvrement des cas possibles, on a donc lim
n!1

bn = 0.

En reportant, il vient : lim
n!1

an = �1
4
et lim

n!1
cn = 1

4
.

Exercice 1-16

Soit f : x 7!
p
jx2 � 1j et la suite u = (un) d�e�nie par son premier terme

u0 2 R et la relation de r�ecurrence : 8n 2 N; un+1 = f(un).
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1. Donner une repr�esentation graphique de la fonction f .

2. Soit f1 la restriction de f �a [1;+1[. Montrer que f1 r�ealise une bijection de

[1;+1[ sur un intervalle �a pr�eciser et donner une expression de la bijection

r�eciproque g.

3. Soit v la suite d�e�nie par v0 = 0 et la relation : 8n 2 N; vn+1 = g(vn).

Etudier la monotonie et la nature de la suite v.

4. A l'aide de la question 2), montrer que l'�etude de la nature de la suite u

se ram�ene au cas o�u u0 2 [0; 1].

5. D�eterminer, en discutant selon les valeurs de u0, la nature de la suite u.

Solution :

1.

La courbe est form�ee d'un demi-cercle et de deux demi-branches d'hyperbole.

2. Pour x � 1, on a : y =
p
x2 � 1 () [x =

p
y2 + 1 et y � 0], donc f1

r�ealise une bijection strictement croissante de [1;+1[ sur R+ , la bijection

r�eciproque g �etant d�e�nie par :

8 y � 0; g(y) =
p
y2 + 1

3. Sur R+ , on a g(y) > y, donc 8n 2 N; vn+1 > vn. La fonction g n'ayant pas

de point �xe, la suite v ne peut converger et lim
n!1

vn = +1.

4. Si u0 < 0, alors u1 > 0. Quitte �a d�ecaler d'un rang, on peut donc supposer

u0 > 0.

Si u0 > 1, il existe un rang p tel que p � 1 et vp � u0 < vp+1, d'o�u :
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f(vp) � u1 < f(vp+1), soit vp�1 � u1 < vp, et on recommence jusqu'�a :

v1 < up�1 � v2 et en�n v0 < up � v1

On a donc 0 < up � 1, ce qui prouve que, quitte �a d�ecaler d'un certain

nombre de rangs, on peut supposer u0 2 [0; 1].

5. Supposons donc u0 2 [0; 1].

? Si u0 =
1p
2
, alors la suite est constante et �egale �a 1p

2
, la convergence est

banale.

? Sinon, comme on remarque que sur l'intervalle [0; 1], on a f � f(x) = x,

la suite (u2p) est constante et �egale �a u0, tandis que la suite (u2p+1) est

constante et �egale �a u1. Comme u1u0, la suite est divergente.

Exercice 1-17

1. Montrer que l'int�egrale

Z +1

0

e�t: ln(t) dt est convergente. On notera ` sa

valeur.

2. Soit x > 0. Etablir que

Z +1

x

e�t

t
dt = � lnx+ `+

Z x

0

1� e�t

t
dt

( on commencera par justi�er l'existence des int�egrales).

En d�eduire lim
x!0+

�Z +1

x

e�t

t
dt+ lnx

�
.

3. a) Soit a; b des nombres r�eels strictement positifs. Montrer que l'int�egrale

I(a; b) =

Z +1

0

e�at � e�bt

t
dt

est convergente.

b) Etablir que pour x > 0,

Z +1

x

e�at � e�bt

t
dt =

Z +1

ax

e�t

t
dt�

Z +1

bx

e�t

t
dt

En d�eduire la valeur de I(a; b).

4. Montrer l'existence et donner la valeur de l'int�egrale

Z 1

0

t� 1
ln t

dt.

Solution :

1. Soit f : t 7! e�t: ln t. La fonction f est d�e�nie et continue sur R
�
+ ,

�equivalente �a t 7! ln t au voisinage de 0 et domin�ee par t 7! 1
t
2 au voisinage de
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l'in�ni. La convergence de

Z 1

0

ln t dt est connue, donc

Z 1

0

f(t) dt converge et

la r�egle de Riemann montre que

Z 1

1

f(t) dt converge �egalement. On conclut

par disjonction des probl�emes.

2. ? L'existence de l'int�egrale de gauche r�esulte encore de la r�egle de Riemann.

L'int�egrale de droite, ne pose pas de probl�eme car la fonction �a int�egrer se

prolonge par continuit�e en 0.

On int�egre alors par parties, en d�erivant t 7! e�t et en int�egrant t 7! 1
t
en

t 7! ln t (en proc�edant d'abord sur un segment [x; y], puis en faisant tendre

y vers l'in�ni). On obtient :

I(x) = �e�x lnx+
Z +1

x

e�t ln t dt = `� e�x lnx�
Z x

0

e�t ln t dt

On r�eint�egre par parties, en int�egrant cette fois t 7! e�t en t 7! 1� e�t :

I(x) = `� lnx+

Z
x

0

1� e�t

t
dt

La fonction t 7! 1� e�t

t
�etant prolongeable par continuit�e en 0, on a :

lim
x!0

Z
x

0

1� e�t

t
dt = 0 et donc :

lim
x!0

hZ +1

x

e�t

t
dt+ lnx

i
= `

3. a) La fonction �a int�egrer se prolonge par continuit�e en 0 et est domin�ee

par t 7! 1
t
2 au voisinage de l'in�ni. L'int�egrale existe bien.

b) Les int�egrales �ecrites �etant convergentes pour la borne in�nie, on peut

�ecrire, pour x > 0 :

Z +1

x

e�at � e�bt

t
dt =

Z +1

x

e�at

t
dt�

Z +1

x

e�bt

t
dt.

Dans la premi�ere int�egrale, on fait le changement de variable u = at et dans

la seconde, le changement de variable u = bt. Il vient :

Ja;b(x) =

Z +1

x

e�at � e�bt

t
dt =

Z +1

ax

e�u

u
du�

Z +1

bx

e�u

u
du

Soit : Ja;b(x) = ln b

a
+

Z +1

ax

e�t

t
dt+ ln(ax)�

Z +1

bx

e�t

t
dt� ln(bx)

En appliquant deux fois le r�esultat pr�ec�edent, ` disparâ�t et :

I(a; b) = lim
x!0

Ja;b(x) = ln b

a
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4. L'existence est acquise, car la fonction �a int�egrer est continue sur ]0; 1[ et

prolongeable en une fonction continue sur [0; 1]. Le changement de variable

(l�egitime, car de classe C1 et strictement monotone) u = ln t donne :Z 1

0

t� 1
ln t

dt =

Z +1

0

e�u � e�2u

u
du = ln 2

Exercice 1-18

Pour toute fonction g continue sur R, pour tout entier naturel k et tout r�eel

x, on pose :

Tk(g) (x) =

Z
x

0

(x� t)kg(t) dt.

1. Montrer que Tk(g) est de classe C
1
; pour k > 0. Calculer alors [Tk(g)]

0 en

fonction de Tk�1(g).

(On pourra utiliser la formule du binôme de Newton)

2. Montrer que Tk est une application lin�eaire injective.

3. Si g est une fonction polynôme de degr�e p; que peut-on dire de Tk(g) ?

4. Soit a un r�eel strictement positif donn�e. Pour tout u 2 [�a; a], montrer

que : ���eu � nP
k=0

u
k

k!

��� � jujn+1

(n+ 1)!
Ca

o�u Ca ne d�epend que de a.

5. En d�eduire la limite de
nP

k=0

Tk(g) (x)
k!

lorsque x est �x�e et n tend vers

l'in�ni.

On notera T (g) (x) cette limite

6. Montrer que T (g) est de classe C1. Calculer [T (g)]0.

7. La fonction g �etant donn�ee, exprimer, �a l'aide de T (g), toutes les fonctions

f de classe C1 telles que :

8x; f 0(x) � f(x) = g(x)

Indication : on pourra d�eriver x 7!
�
f(x)� T (g)(x)

�
e�x.

Solution :
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1. En d�eveloppant la puissance par la formule du binôme de Newton et en

utilisant la lin�earit�e de l'int�egration, on peut �ecrire :

Tk(g)(x) =
kP

j=0

C
j

k
x
j

Z
x

0

(�t)k�jg(t) dt

t 7! (�t)k�jg(t) �etant continue, on en d�eduit que Tk(g) est de classe C1 et :

[Tk(g)]
0(x) =

kP
j=1

C
j

k
jx

j�1

Z
x

0

(�t)k�jg(t) dt+
kP

j=0

C
j

k
x
j(�x)k�jg(x)

Dans la seconde somme, on reconnâ�t (x � x)k qui vaut 0, sauf pour k = 0

et dans la premi�ere, la transformation jC
j

k
= kC

j�1
k�1 permet de reconnâ�tre

k(x� t)k�1, soit :

8 k � 1; [Tk(g)]
0 = kTk�1(g), [T0(g)]

0 = g

2. La lin�earit�e de Tk est banale. Soit alors g telle que Tk(g) = 0. En d�erivant

k fois, il vient kT0(g) = 0, puis en d�erivant une fois de plus : g = 0. Donc Tk
est injective.

3. Si g est une fonction polynôme de degr�e p, alors T0(g) est une fonction

polynôme de degr�e p+ 1 et en poursuivant Tk(g) est une fonction polynôme

de degr�e p+ k + 1.

4. C'est l'in�egalit�e de Taylor-Lagrange, et on peut prendre Ca = ea.

5. On peut �ecrire :���Z x

0

ex�tg(t) dt�
nP

k=0

1
k!
Tk(g)(x)

��� = ���Z x

0

�
ex�t �

nP
k=0

1
k!
(x� t)k

�
g(t) dt

���
� sup

[�a;a]
jgj ea

(n+ 1)!

���Z x

0

jx� tjn+1
dt

���
� eajxjn+2

(n+ 2)!
sup
[�a;a]

jgj

Et en faisant tendre n vers l'in�ni : lim
n!1

nP
k=0

1
k!
Tk(g)(x) =

Z
x

0

ex�tg(t) dt.

6. Ainsi, T (g)(x) = ex
Z

x

0

e�tg(t) dt et, en d�erivant :

[T (g)]0(x) = g(x) + ex
Z

x

0

e�tg(t) dt

7. Si f est de classe C1 et v�eri�e f 0(x) � f(x) = g(x), en d�erivant :

d

dx
(f(x)� T (g)(x):e�x) = 0
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Donc : 9� 2 R;8x 2 R; f(x) = T (g)(x) + �:ex.

Exercice 1-19

On pose, pour (x; y) 2 (R�+ )
2 :

f(x; y) =
xy

(1 + x)(1 + y)(x+ y)

1. D�eterminer l'unique point critique de f .

(on rappelle qu'un point critique est un point o�u les d�eriv�ees partielles

s'annulent)

2. A-t-on un extremum local en ce point ?

Solution :

1. On a :
@f

@x
(x; y) =

y(y � x
2)

(1 + x)2(1 + y)(x+ y)2
et, sym�etriquement :

@f

@y
(x; y) =

x(x � y
2)

(1 + x)(1 + y)2(x + y)2

Comme x > 0 et y > 0, un point critique (x; y) v�eri�e x = y
2 et y = x

2, d'o�u

x = x
4 et la seule solution strictement positive est x = 1, d'o�u y = 1.

2. On peut calculer les d�eriv�ees partielles secondes au point (1; 1), mais il est

plus rapide de faire un d�eveloppement limit�e �a l'ordre 2, en posant x = 1+u

et y = 1 + v. On trouve alors :

f(x; y) = 1
8
� 1

32
(u2 � uv + v

2) + o(u2 + v
2)

Comme u2 � uv + v
2 = (u� 1

2
v)2 + 3

4
v
2
> 0, pour (u; v)(0; 0), il s'agit en ce

point d'un minimum local.

Exercice 1-20

1. Montrer la convergence de l'int�egrale I =

Z +1

0

sin t
et � 1

dt

2. Comparer sa valeur avec celle de J =

Z +1

0

(1� cos t)et

(et � 1)2
dt

3. V�eri�er que pour t 2 [0; 1]; 1� cos t � 1
2
t
2 et et � 1 � t.

En d�eduire que : 0 < I <
e� 1
2

+ 2
e� 1
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4. On pose pour tout entier n : In =

Z
n�

0

sin t
et � 1

dt ,

Montrer que les suites (I2n)n2N et (I2n+1)n2N sont monotones.

(on pourra ramener In+2 � In �a une int�egrale sur [0; �] )

Solution :

1. La fonction �a int�egrer est continue sur ]0;+1[ et se prolonge par continuit�e

en 0 par 1 (car sin t �
(0)

t et et � 1 �
(0)

t). De plus, au voisinage de l'in�ni, la

fonction est domin�ee en valeur absolue par 1
t
2 (pr�epond�erance classique de

l'exponentielle) et la convergence (absolue) r�esulte de la r�egle de Riemann.

2. On int�egre par parties sur un segment [a; b] inclus dans R�+ , en d�erivant

t 7! 1
et � 1

en t 7! �et
(et � 1)2

et en int�egrant t 7! sin t en t 7! 1 � cos t. Ce

choix permet de faire disparâ�tre la limite du crochet de l'int�egration par

parties et il reste :

I =

Z +1

0

sin t
et � 1

dt =

Z +1

0

(1� cos t)et

(et � 1)2
dt = J

3. La seconde in�egalit�e est connue (convexit�e de la fonction exponentielle).

La premi�ere se d�emontre ais�ement en �etudiant les variations sur [0; 1] de la

fonction t 7! 1
2
t
2 � 1 + cos t.

On �ecrit alors : I = J =

Z 1

0

(1� cos t)et

(et � 1)2
dt+

Z +1

1

(1� cos t)et

(et � 1)2
dt.

En utilisant les in�egalit�es pr�ec�edentes :

0 �
Z 1

0

(1� cos t)et

(et � 1)2
dt �

Z 1

0

et

2
dt = 1

2
(e� 1)

Pour la seconde int�egrale, on se contente de 0 � 1� cos t � 2, et :

0 �
Z +1

1

(1� cos t)et

(et � 1)2
dt �

Z +1

1

2et

(et � 1)2
dt = 2

e� 1

Ce qui donne l'encadrement voulu.

4 Le changement de variable t = (2n+ 1)� + u donne

I2n+2 � I2n = �
Z �

��

sinu
e2n�+�+u � 1

du
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On partage alors cette int�egrale en deux, en introduisant la borne interm�e-

diaire 0, puis on fait le changement de variable u 7! �u dans la premi�ere, il

vient :

I2n+2 � I2n =

Z �

0

(sinu)
h

1
e2n�+��u � 1

� 1
e2n�+�+u � 1

i
du

L'expression plac�ee entre crochets est clairement positive et donc la suite

(I2n) est croissante.

Un calcul similaire montre que la suite (I2n+1) est d�ecroissante.


