1
1. Pour quelles valeurs de x réel, la série Z — est-elle convergente 7 On

n>1
pose alors :
= 1
f@)y =2 —
n=1

Montrer que la fonction f est une fonction décroissante sur son domaine de
définition.

N
2. Montrer que lim f(x) = 400 (on pourra considérer fn(z) = E —, puis
z—1+ = ne

faire tendre N vers l'infini).

+oo
3. En considérant / —, donner un équivalent de f(z) lorsque z tend vers
1 U

1 par valeurs supérieures.

4. Montrer que la fonction f est continue sur |1, +oo[ (on majorera —oth
n

1 7 z 7 .
—- par le terme général d’une série convergente).
n



1. Pour quelles valeurs de ¢ réel la série Z etV egt-elle convergente 7 On
n>1
pose alors :

+oo
gty =y eV
n=1
2. Montrer que g est décroissante sur son domaine de définition.

3. Déterminer lim g(t).
t—+o00

4. a) Soit f : Rt — RT continue et décroissante. Montrer que la série Z f(n)
n>1

+oo
converge si et seulement si l'intégrale / f(t)dt converge.
1
b) Déterminer lim g(%)
t—0+

¢) Donner un équivalent de g(¢) lorsque ¢ tend vers 0.



—+o0
1. Montrer que pour tout x > 0 I'intégrale / ——du est convergente. On
1 u

note f(z) sa valeur.
2. Etablir une relation entre f(z) et f(z + 2).

. Détermi li is li .
3. Déterminer lim f(z), puis zﬂuf@f(m)



1
Vi+t3
1. Etudier la convergence des intégrales

I:/llf(t)dt et J:/Om F(t)dt

Soit F' la fonction définie par :

Soit f la fonction définie par f(t) =

2

F(z) = /1/ F(t)at

2. Déterminer le domaine de définition D de la fonction F'.
3. Préciser les limites de F' aux bornes de D.

4. Etudier les variations de F. On montrera en particulier que F’ s’annule en
une unique valeur a qu’on déterminera.
Dresser le tableau de variations de F'.

5. Tracer l’allure du graphe de F' et préciser son intersection avec ’axe (Oz).



On rappelle les formules de trigonométrie :

. . . /a+b a—>b
s1na+s1nb:2sm(T) cos( 5 )

sina —sinb = 2 cos (a_—kb) sin (a — b)
N 2 2
1. Soit a > 0 et f : [0,a] — R une fonction de classe C'*. Montrer que :

lim [/Oasin()\w)f(a:)dx] —0

A—=+4o00

De la méme maniére, on a (et on n’en demande pas la démonstration) :

/Oa cos(Ax) f(a:)da:} =0

2. Pour a € [0, 7] et n € N, on pose :

I,(a) = /Oa Mdm

sin x

lim
A—+00

a) Justifier la convergence de I,(a).
b) Montrer que : ngrfm [I41(a) — In(a)] = 0.

3. a) Déterminer I, (7) pour tout n € N.

b) Pour a €]0, 7[, écrire une relation entre I,,(a) et I,(m — a).

7r
En dédui lim I,(a) = <.
c¢) En déduire que lm (a) 5
4.a) Justifier la convergence de l'intégrale :
7 Feo sintd
0 t
b) Soit a € ]0,7[. Montrer que la fonction :
1 1
re o) = ———
sinz =z

peut se prolonger en une fonction de classe C' sur I'intervalle [0, a).

c) Déterminer :

% sin(nz
lim gda:
n—-+oo 0 €T
et en déduire la valeur de J.



1. Pour z € [0, 1], on pose h(z) = In(1 — z)
a) Soit p € N. Calculer la dérivée p-ieme de h.
b) Soit z € [0, 1] fixé.

Etudier les variations de la fonction ¢ — ¢(t) =

— T sur l'intervalle [0, z].

En déduire que, pour tout z € [0, 1] :
@l < -a)  on  Hyle) = [ ren

2. Montrer que la fonction x — g(z) = In(2?) In(1 — 2?) est bornee sur
l'intervalle ]0, 1[.

3. a) Justifier la convergence de l’intégrale :

ln 1—3:)
J = / dx

b) Pour n € N, aprés en avoir justifié la convergence, calculer :

I 1m2n In (1.2)d
"__/0 Tl

+o0 D)

JZfZ%(n—l—l)(Qn—l—l)2

c) Montrer que :

4. A-t-on :
+oo CUn+1

(Vz € ]0,1]) In(l—2)=-— oo

n=0



On considere la fonction f définie par :
1

fe)=1va
1. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R.

2. Soit n un entier naturel. On pose P, (z) = (1 + z2)"t' f™(z) on ™
désigne la dérivée n-ieme de f.
a) Montrer que l'on a :

(1+2®)P! () = 2(n 4+ 1)z Py (x) + Pyi1(2)
b) Etablir que P, est un polynéme dont le terme de plus haut degré est égal
a (—1)"(n + 1)lz™.

3. Soit a un réel et g une fonction continue sur 'intervalle [a, 4+o00[, dérivable
sur l'intervalle |a, +00[ et qui vérifie g(a) =0 et lirf g(x) = 0.
T—r+00

a) On considere la fonction G définie sur l'intervalle [0, 1] par :
Gz {g(%-i—a—l) si z €]0,1]
0 siz=0
Montrer que G est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1.
b) Montrer que G' s’annule en un point de ]0, 1[. En déduire que ¢’ s’annule
en un point de ]a, +oo].
4. Soit h une fonction qui est continue sur 'intervalle | — 0o, a], dérivable sur
lintervalle | — 00, a[, telle que h(a) =0 et telle que lim h(z) = 0. Montrer
T——00
que h' s’annule en un point de lintervalle | — 00, al.

5. Montrer par récurrence sur n que le polynome P, admet n racines réelles
distinctes.



Soit r un réel strictement positif. On considere un réel strictement positif ug
et on définit la suite (u,)n,>0 en posant :

Upt1 = —— si n >0
s T+ u2 =~

1. Etudier la fonction = — 23 + rz — 1 et montrer qu’elle s’annule en un seul
point £. En déduire que la fonction f définie par :

fla) = —

T+ x2
admet un seul point fixe ( i.e. il existe un unique zg tel que f(zg) = o).

2. On considere la fonction g définie sur R par g(z) = f(f(z)).
a) Que vaut g(x)?

b) Montrer qu’il existe trois réels a, b et ¢ que ’on déterminera, tels que pour
tout x réel on a :

(1—rz)(r +2°)? —z = (z* +rz — 1)(az® + bz +¢)
c¢) Déterminer la fonction z — h(z) = g(x) — =.

3. On prend pour r la valeur 1.

a) Montrer que g admet un seul point fixe.

b) Que peut-on dire de la suite (uyn)n>0 7

4. On prend pour 7 la valeur 1/2.

a) Montrer que g admet trois points fixes. On notera « et § les deux points
fixes qui sont différents de £ avec a < .

b) On pose E = {«, 3,¢}. Montrer que f laisse I’ensemble F invariant (i.e
f(E) = E). En déduire que a < £ < S3.

c¢) Etudier le signe de la fonction h définie par h(z) = g(z) — .

d) Etudier la convergence des suites (u2n)n>0 €t (42n+1)n>0 en fonction de
la valeur initiale ug.



On considere une fonction f définie et continue sur [0, 7] et I'intégrale
™
I, = / f(¢t) sin(nt)dt.
0

1. On suppose dans cette question seulement que f est de classe C! sur [0, 7).
Montrer, a l’aide d’une intégration par parties, que la suite (I,,) tend vers 0
quand n tend vers 'infini.

2. On suppose ici que f est seulement de classe C° sur [0,7]. On veut
démontrer que le résultat précédent est encore valable.

a) Soit n € N*. Soit F' la fonction de R” dans R qui & tout n-uplet de réels
2
2 (™ &
(a1,as,...,a,) associe le nombre — / (f(t) - Z ay sin(kt)) dt.
TJo k=1

On pose by(f) = % / " F(t) sin(kt)dt.
Enfin, on rappelle qu?a pour tout couple de réels (a,b), on a
sin(a) sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b)).
Calculer pour tout couple (k,!) d’entiers strictement positifs 'intégrale
/7r sin(kt) sin(lt)dt.
0

En déduire que quel que soit (a1, as,...,a,) € R® :
n n
2 s
F(ay,as,...,a,) :kz_:laz —Q;akbk(f)—k ;/0 f2(t)dt

b) Montrer que F' admet un minimum global au point (by(f),---,b.(f)).
Quelle est la valeur de ce minimum ?

¢) Montrer que la série 3 (b, (f))” est convergente et donner un majorant de
sa somme.

d) Conclure.



Déterminer les fonctions f continues sur R & valeurs réelles telles que pour
tout z € R :

cos(f(x)) = sin(f(z))

10



On rappelle les formules trigonométriques suivantes :

sin(a+b) = sin(a)cos(b) + cos(a) sin(b)

sin(a—b) = sin(a)cos(b) — cos(a) sin(b)
1. Pour tout » € N, on pose :

/2 sin ((2n + 1)t /2 sin ((2n + 1)t
e [TEE e,
0 sin(t) 0 t

Montrer que pour tout n € N, I,, et J,, sont des intégrales convergentes.
Pour n > 1, déterminer I,, — I,,_1. En déduire la valeur de I,,, pour tout
n > 0.

. o . o9 sin(t)
2. Montrer a l’aide d’une intégration par parties que / Tdt est
0

convergente.

3. Soit f une fonction de classe C'! sur un intervalle [a, b].
En utilisant a une intégration par parties, montrer que
b

nlLII;O f(t)sin[(2n + 1)t]dt = 0.

1 1 in(t) —¢
4. Soit g lapplication définie sur |0, 7 /2] par g(t) = Py = Sltns(ig(t) .
Montrer que g est prolongeable en une fonction de classe C! sur [0,7/2]. En
déduire lim (I, — Jp) puis lim J,
n—oo n—oo

(2n+1)7/2
5. Comparer .J,, et / sin(u) du
0

u
°° sin(u)

du.

+
En déduire finalement la valeur de /
0 u

11



1. Etudier la fonction définie par f(z) = 1 — sinz et tracer sa courbe
représentative dans un repere orthonormé du plan.

2. On considere la suite (un)n>o définie par up € R et pour tout n >0 :
Up4+1 = 1 —sinu,

Montrer qu'’il existe un réel a > 0 tel que pour tout n > 3, on a a < u,, < 1.
Etudier la convergence de (un)n>0-

12



1. Etudier la fonction réelle f : z — et tracer sa courbe représentative.

zlnz
1
nlnn’

2. Etudier la série Z

3. On considére une suite réelle (z,),>0 définie par :

1
29> 0,21 >0 et YVn>2 z,=Tp_ 1+ —Tpn_o
nlnn

a) Ecrire un programme en Pascal qui calcule et affiche les termes successifs
de cette suite pour des valeurs initiales et jusqu’a un rang n entrés par
l'utilisateur.

b) Etudier les variations de la suite (Zn)n>0-

¢) Etudier la convergence de la suite (Zn)n>0-
Que se passe-t-il si on remplace les conditions initiales par g < Oet z; <07

13



On considére un entier naturel non nul n, et la fonction f,, définie sur R par
fa(x) = na® + n’zx — 2.

1. Montrer que ’équation f,(z) = 0 admet dans R une unique solution. On
notera a,, cette solution.

2. Ecrire un programme en Pascal qui détermine et affiche une valeur
approchée de a,, & 102 prés pour une valeur de n entrée par I’utilisateur.

3. Montrer que la suite (a,)n>1 est décroissante et convergente.

4. Quelle est la nature de la série Z an?

n

‘. 2
5. Quelle est la nature de la série Z n® (an — F) ?

14



Soit f une fonction définie sur R. On rappelle que f est convexe sur R si pour
tout entier n > 2 : V(x1,...,x,) € R",VY(ay,...,a,) € (RT)"
Yoai=1=f (Z Gi%’) < X aif(ws)
i=1 i=1 i=1
1. Démontrer que ¥/n! < (n+1)/2.

2
x
2. Montrer que pour tout > 0, on a T — 5 <In(l1+z) <z

3. Etudier la convergence de la suite définie, pour tout n > 1 par :

n

un:H<l+%>

i=1

15



Soit a un réel strictement positif. On note I = ]—a, al.
Dans tout l’exercice, on considere une application f de I x I dans I qui est
de classe C* sur I x I et pour laquelle il existe un réel k € [0, 1] vérifiant :
V(z,y) eI x1I,
|+ [P | <
1. Soit (z,y) et (xo,yo) deux couples de I x I. On définit application ¢ sur
[0, 1] par :
() = F (1= )0 + ta, (1 - Dy + )

a) Montrer que ¢ est dérivable sur [0, 1] et exprimer sa dérivée en fonction

des dérivées partielles de f.

b) En déduire que
|f (@, y) — f(x0,y0)| < k-max(|z — xol, |y — yol)
2. Soient (a, §) € I x I. On note (u,)nen la suite définie par :
w=a, u =0 e YneNuyo = f(unt1,un)

Pour n € N, on pose a,, = max(|tn 2 — Unt1l, |[Unt1 — Unl).

a) Etudier la monotonie de la suite (a,)nen-

b) Montrer que Vn € N, an+2E < kay,.

c¢) Montrer que la série ) a, est convergente.

d) Montrer que la suite (u,) est convergente.

3. Montrer que la limite de la suite (u,) est indépendante du couple («, 3).

16



Dans tout l’exercice, g désigne une application continue de Rt dans R, qui
est périodique de période 1.

+o0
1. a) Montrer que pour tout réel A > 0 , intégrale / e Mg(zx)dr est
0

+0o0
convergente. On pose alors G(\) = / e Mg(z) da.
0

b) Montrer que G(A) admet une limite quand A tend vers +oo et préciser
sa valeur.

2. a) Montrer que pour tout réel A > 0,

G(A) ;/0 e g(z) d

S 1—e?
b) Justifier I’existence d’un réel positif M tel que :
Ve e R |e ™ — 1+ 2| < Ma?
1
et en déduire un encadrement de / e Mg(z)d.
0
c) Montrer que G(A) posséde une limite finie quand A tend vers 0 par

1
valeurs supérieures si et seulement si / g(z)dx = 0 et montrer que cette
0

1
limite vaut alors/ —zg(z) dz.
0

3. Dans cette question on suppose de plus que g est & valeurs positives ou
nulles et que g est différente de la fonction nulle.

Soit f une application continue de Rt dans R, décroissante et telle que
+0o0

l’intégrale/ f(z)dz diverge.
0
1
a) Montrer que J = / g(x) dz est strictement positif.
0

b) Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

n n+1
| f@a@dez 1| f@)ds
+0o0

c) En déduire la nature de l'intégrale / f(z)g(x) du.
0

17



1. Etudier pour un réel z donné, la convergence des intégrales

+oo
F(z) = 1-— cos(t:r)e,t gt
0 £

—+oco .
G(z) = / sin(tz) -+ gy
0 t
2. Montrer que pour a et h réels :
| cos (a + h) — cos (a) + hsin(a) | < %hz
3. En déduire que

+o0
|F(z) — F(ao) — (¢ - 20)G(ao)| < (- @«0)2/0 et dt

4. Montrer que la fonction F' est dérivable, quelle est sa dérivée ?
+o0o
5. On pose H(z) = / cos(tr)e~tdt

0
Montrer par une méthode analogue & celle des questions 3 et 4 que G est
dérivable et que G'(z) = H(z)

- 9 (—e 'cos(tz) + x.e 'sin(tz)) _ ¢
6. Vérifier que 5 < 152 = cos(tx)e ".

En déduire H(z).

1
7. A Taide du changement de variable z = tanu dans / 1 _c'l_a: 5, calculer
0 X

G(1). En déduire que F(1) = & — %ln 2.

T
4

18



—+o0

1. Montrer que pour = réel non nul, 'intégrale dt est
o V{I+8)(a?+1)
convergente.
—+o0
dt

Dans la suite de ’exercice, on pose alors f(z) =
P I0=] Jareeso

2. Montrer que f est une fonction paire et déterminer le signe de f(x).
3. Montrer que f est décroissante sur R7 .

4. A Taide d’un changement de variable simple, montrer que pour z > 0, on
a:

z.f(z) = f(L)

x
5. En découpant 'intégrale définissant f(x) a l’aide de la borne intermédiaire
vz, et en effectuant un changement de variable dans la seconde intégrale,
montrer que pour £ >0, on a :

N
B dt
f(@) = 2/0 JA+2) @+ 2)

6. a) Quelle est la dérivée de la fonction ¢t — In(¢t + v/1+¢2) 7 En déduire,
NG

di
pour z > 0, la valeur de o
o V141t
b) Montrer que, pour z > 0, f(z) < %ln(\/f+ Vz +1). En déduire 1+im /-

7. a) Montrer que pour z > 0 :
VT

VT 5
2 dt 2 t dt 1
0< = ———flr) < % —F— <5
TJo V1+1t2 (=) @ Jo V142 z”

En déduire que f(z) est équivalent a lnTa: quand z tend vers +o0.

b) En déduire un équivalent simple de f(z) quand x tend vers 0 par valeurs
supérieures.

19



On note f l'application de Ry dans R définie par :
f(z) = { % si x est strictement positif
1 sizx=0

Pour tout n de N, on note I,, 'intervalle [nm, (n + 1)7].
1. Montrer que f est continue sur Ry .

2. Montrer que f est de classe C! sur I'intervalle [0, +oo[. Préciser sa dérivée
a droite en zéro.
Montrer que f est de classe C? sur [0, +oc[, de classe C°° sur ]0, +00].

3. Pour tout entier naturel n > 1, montrer que la dérivée de f s’annule sur
I,, en un unique point noté x,.

4. Montrer ’existence de deux suites réelles (y,)nen €t (zn)nen, telles que,
pour tout n € N :

flyn) = yln, flzn) = —%, avec Yy, dans I, , et z, dans Iy, 1.
Déterminer la dérivée de f en y, et en z,. Que peut-on en conclure ?
5. Etudier les variations de f sur Iy, puis sur I, et Is,_1, pour n > 1.
6. Tracer la courbe représentative de f sur [0, 3r].

20



Pour tout n de N* on considére I’équation (F,) définie par :

(Bp) 22 =22 42" + 23— (2+n)2° +2(1+2n) —n =0
1. Montrer que 1 est solution de (E,,) et déterminer son ordre de multiplicité
en fonction de n.

2. a) Désormais on suppose que n est supérieur ou égal & trois. Montrer qu’il
existe une solution et une seule de (F,) dans lintervalle |1, +oo[. Dans la
suite on note a,, cette solution.

b) Ecrire un programme turbo-pascal permettant d’obtenir une valeur
approchée de a3 a € pres, € > 0 étant donné.

3. Montrer que la suite de terme général a,, converge et déterminer sa limite
L (on pourra, par exemple, comparer a, et 1+ ﬁ, pour n assez grand).

4. Déterminer un équivalent simple de a,, — L, quand n tend vers l'infini.

21



On consideére la suite © = (x,,) définie par :

xo =121 = %, et Vn>2, (n?+ Dz, = (2n® —n)zp_; — (n®> —n)z,_s
1. On considere la suite y = (y,) définie par : yo = 0 et Vn > 1y, =
n(xn — Tn—1). Calculer x, en fonction de y,,yn—1 €t n.
2. Pour tout n de N, on note z, le nombre complexe de partie réelle x,, et de
partie imaginaire y,,.

a) Calculer z, en fonction de z,_; et de n.

n
b) Montrer que z, = [] (z _']f k:) (i étant le nombre complexe de module
k=1

1 et d’argument 7/2).

3.0npose 1+ =Lt avecr,>0et0<8<Z.
k Tk 2
a) Calculer r en fonction de k.
n
b) On pose S, = 0. Calculer z,, en fonction de S, et de P, =
k=1

ﬁ __k
k=1 \/1+k2

4. Montrer que la suite x est bornée.

22



Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul. On considere la
ot
1+t"

fonction ¢, définie sur R* par : o, (t) =

1. a) Etudier la fonction f, définie sur Rt par f,(z) = / en(t)dt (on
0

donnera le tableau des variations et les limites aux bornes du domaine de

définition).

b) Soit a un réel strictement positif. Montrer qu’il existe un unique réel,
zn(a)
noté x,(a) tel que / on(t)dt = a.
0

2. On note hy, la fonction définie sur R} par : h,(a) = z,(a).
a) Montrer que la fonction h,, est croissante.
b) Montrer que lim h,(a) = +o0.
a— 400
3. On suppose dans cette question que a > e — 1, ol e désigne la base des
logarithmes népériens. Soit A un réel fixé, strictement supérieur a 1 et g la

{et ,sit€[0,1]

fonction défini R* 1g(t) =
onction définie sur par : g(t) 0 L sit>1

A

A
on(t) dt = / o(t) dt.

a) Montrer que lim
n—o00 0

n—o0

zn(a)
b) On pose J, :/ ©n(t) dt. Déterminer lim J,.
A

c) Montrer qu’il existe un rang ng tel que : Vn > ng, J, > 0.
En déduire que lim z,(a) = +oc.
n—oo

23



On admet que n! ~ (2)"V27n.

(n—c0) "€
1. a) Soit (an)n>1 une suite décroissante de nombres réels positifs de limite
n
nulle. Pour n > 1, on pose S, = Y (—1)*ay.
k=1
Montrer que les suites (S25)n>1 €t (S2n—1)n>1 sont adjacentes et en déduire
la nature de la série de terme général (—1)"a,,.

b) Quelle est la nature de la série de terme général b,, = (—1)"[ln(n + 1) —
lnn]?

L(—1)B(z)

2. Pour n € N*, on pose K,, = / dz, ou E désigne la fonction

1 T
n
partie entiere, c’est-a-dire que E(t) est le plus grand entier inférieur ou égal
at.
n—1 1/k _1\k
(D

a) Montrer que K, = ) .
k=1 J1/(k+1) 7
b) Déterminer lim K,.

n—o0

24



Soit ), a, une série & termes positifs. On pose pour tout n € N*,b, =
/ag ... Qp-

1. Montrer que la fonction z — Inz est concave sur |0, +0o0].

2. En déduire que, pour tout n > 2 et pour tous réels z1,...,x, positifs ou

nuls :
nry .. xy <(n—1)"Yr1 . Tpn_1 +n

3. En déduire, par récurrence, que pour tout entier naturel n > 1 et pour
tous Ay, ..., A\, réels positifs :

by + o ppby < Aay + -0+ Apap

= kA" —1) sik<n
k= n .
n)\i/ sik=n
N
4. Montrer que pour tout k € N*, (1 + E) <e.

5. On suppose que la série ) a, converge. Montrer que la série ) b,
converge et que l'on a :

o0 [ee]
Z b, <e Z an
n=1 n=1

25



Soit f une fonction réelle de classe C* sur [0, 1] et telle que f(0) = 0. On
définit alors la fonction ¢ sur |0, 1] par : ¢(z) = Tx)
1. Montrer que ¢ peut étre prolongée en une fonction, notée @, continue sur
[0, 1].
2. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral & f sur le segment
[x,0], et la formule de Leibniz, montrer que :
T
Va €10, 1], 2" oM (g) = / 1 D) (1) dt

0

3. Montrer que la fonction ¢(™ a une limite en 0 et 'exprimer en fonction de

£ (0.
4. Montrer que @ est de classe C* sur [0, 1].
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Sl=

1
On considere la suite de terme général u,, = ( / ﬁ dt) , pour n. > 1.
0

1. Calculer u;.

2. Montrer que : Vn >1,ona: 0<u, < %
3. Soit a € [0, 1], montrer que u, > (1 — a)%- #“a'
4. Montrer, en utilisant une suite (a,) bien choisie de points de [0, 1], que la

suite (u,) converge vers %
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Soient a et b deux réels distincts.
1. Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un unique polynéome P, tel
que :
T
Vr € ]R,/ (t—a)" Yt —b)"tdt = (x — a)"P,(z).
a

Préciser le degré de P,.
2. Calculer P,(a) .

b
3. On pose, pour p et ¢ entiers naturels, I(p,q) = / (t —a)?(t — b)? dt.
a
a) Déterminer une relation entre I(p,q) et I(p+ 1,q — 1), lorsque ¢ > 1.
En déduire 'expression de I(p,q) en fonction de p et g.
b) En déduire P, (b).

4. En remarquant que t —b = (¢t — a) + (a — b), déterminer une expression de
P,(z) en fonction des puissances de (z — a).

En déduire P (a), pour £ € N (ou pH désigne la dérivée k-ieme du
polynéme P,).

28



Pour z réel positif ou nul et n entier naturel non nul, on pose :

2 3 n
— T X L {\nlZ
sw@) =z — L4 L (i

1. Ecrire un programme en Turbo-Pascal, permettant la saisie du réel z, de
Pentier n et affichant la valeur de s, (z).

z n
2. Montrer que s, (z) + (—1)”/ lt—+t dt —In(1 + z) est une constante.
0

3. Donner, en fonction de n et de x, un majorant de la valeur absolue de
Perreur commise en remplaant In(1 + ) par s, (z).

4. Pour z € [0, 1] fixé, déterminer la limite de la suite (s, (z))pen~. En déduire

00 (_l)nfl
la convergence et la somme de ) —
n=1
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Soit f I'application définie par :
1 T+y
: — 1
fi(zy) 1_y2n<1+my>
1. Déterminer I’ensemble de définition D de f. Montrer que D est un ouvert
de R?.
2. Montrer que f est de classe C' sur D.

3. Montrer que pour tout (z,y) € D :

20f (@) + (1= )3 (2.0) ~ (=) 5 (0,0) =0

4. Montrer que pour tout = > 0 et pour tout y tel que 0 <y < 1:

r+y
<1
n<1+wy>‘_|nm

1
En déduire que pour tout = > 0, 'intégrale / f(z,y) dy est convergente.
0

1
5. Exprimer / f(0,y) dy & l’aide d’une série classique.
0
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Soit g la fonction définie sur R par :

o { == sia#0
1 siz=0
1. Montrer que g est de classe C* sur R et déterminer ¢'(x) pour tout x réel.
2. Montrer qu’il existe deux polynomes P, et (), tels que pour tout n > 1 et
pour tout z non nul, on ait :

n P,(z)sin™ (z) + Qp(z) sin™Y (z)
9" (z) = =

ot f*)(z) désigne la dérivée k-ieme de la fonction f.
(On déterminera une expression de P11 et @Q,+1 en fonction de P, et Q)

3. Montrer que P, et @,, sont a coefficients dans Z. Préciser le degré, la parité
et le coefficient du terme de plus haut degré de chacun de ces polynomes.

4. En écrivant que sin(z) = z.g(x), déterminer deux nouvelles relations entre
Pn; Qn;Pn+1;Qn+1- En déduire que Prlz = Qn
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