
1. Pour quelles valeurs de x r�eel, la s�erie
X
n�1

1

nx
est-elle convergente ? On

pose alors :

f(x) =

1X
n=1

1

nx

Montrer que la fonction f est une fonction d�ecroissante sur son domaine de

d�e�nition.

2. Montrer que lim
x!1+

f(x) = +1 (on pourra consid�erer fN (x) =

NX
n=1

1

nx
, puis

faire tendre N vers l'in�ni).

3. En consid�erant

Z +1

1

du

ux
, donner un �equivalent de f(x) lorsque x tend vers

1 par valeurs sup�erieures.

4. Montrer que la fonction f est continue sur ]1;+1[ (on majorera
1

nx0+h
�

1

nx0
par le terme g�en�eral d'une s�erie convergente).



1. Pour quelles valeurs de t r�eel la s�erie
X
n�1

e
�tpn est-elle convergente ? On

pose alors :

g(t) =

+1X
n=1

e
�tpn

2. Montrer que g est d�ecroissante sur son domaine de d�e�nition.

3. D�eterminer lim
t!+1

g(t).

4. a) Soit f : R+ ! R
+ continue et d�ecroissante. Montrer que la s�erie

X
n�1

f(n)

converge si et seulement si l'int�egrale

Z +1

1

f(t)dt converge.

b) D�eterminer lim
t!0+

g(t)

c) Donner un �equivalent de g(t) lorsque t tend vers 0+.
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1. Montrer que pour tout x > 0 l'int�egrale

Z +1

1

sinu

ux
du est convergente. On

note f(x) sa valeur.

2. Etablir une relation entre f(x) et f(x+ 2).

3. D�eterminer lim
x!0+

f(x), puis lim
x!+1

f(x).
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Soit f la fonction d�e�nie par f(t) =
1p

1 + t3
.

1. �Etudier la convergence des int�egrales

I =

Z 1

�1
f(t)dt et J =

Z +1

0

f(t)dt

Soit F la fonction d�e�nie par :

F (x) =

Z
x
2

1=x

f(t)dt

2. D�eterminer le domaine de d�e�nition D de la fonction F .

3. Pr�eciser les limites de F aux bornes de D.

4. �Etudier les variations de F . On montrera en particulier que F 0 s'annule en
une unique valeur a qu'on d�eterminera.

Dresser le tableau de variations de F .

5. Tracer l'allure du graphe de F et pr�eciser son intersection avec l'axe (Ox).
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On rappelle les formules de trigonom�etrie :

sin a+ sin b = 2 sin
�
a+ b

2

�
cos
�
a� b

2

�
sin a� sin b = 2 cos

�
a+ b

2

�
sin
�
a� b

2

�
1. Soit a > 0 et f : [0; a]! R une fonction de classe C1. Montrer que :

lim
�!+1

�Z
a

0

sin(�x) f(x)dx

�
= 0

De la même mani�ere, on a (et on n'en demande pas la d�emonstration) :

lim
�!+1

�Z
a

0

cos(�x) f(x)dx

�
= 0

2. Pour a 2 [0; �] et n 2 N, on pose :

In(a) =

Z a

0

sin(nx)

sinx
dx

a) Justi�er la convergence de In(a).

b) Montrer que : lim
n!+1

�
In+1(a)� In(a)

�
= 0.

3. a) D�eterminer In(�) pour tout n 2 N.
b) Pour a 2]0; �[, �ecrire une relation entre In(a) et In(� � a).

c) En d�eduire que lim
n!+1

In(a) =
�

2
.

4.a) Justi�er la convergence de l'int�egrale :

J =

Z +1

0

sin t

t
dt

b) Soit a 2 ]0; �[. Montrer que la fonction :

x 7! �(x) =
1

sinx
� 1

x

peut se prolonger en une fonction de classe C1 sur l'intervalle [0; a].

c) D�eterminer :

lim
n!+1

Z a

0

sin(nx)

x
dx

et en d�eduire la valeur de J .
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1. Pour x 2 [0; 1[, on pose h(x) = ln(1� x)

a) Soit p 2 N. Calculer la d�eriv�ee p-i�eme de h.

b) Soit x 2 [0; 1[ �x�e.

�Etudier les variations de la fonction t 7! �(t) =
t� x

t� 1
sur l'intervalle [0; x].

En d�eduire que, pour tout x 2 [0; 1[ :

jHp(x)j � x
p j ln(1� x)j o�u Hp(x) =

Z
x

0

h
(p+1)(t)

(x� t)p

p!
dt

2. Montrer que la fonction x 7! g(x) = ln(x2) ln(1 � x
2) est born�ee sur

l'intervalle ]0; 1[.

3. a) Justi�er la convergence de l'int�egrale :

J =

Z 1

0

ln
�
x
2
�
ln
�
1� x

2
�

x2
dx

b) Pour n 2 N, apr�es en avoir justi��e la convergence, calculer :

In = �
Z 1

0

x
2n ln

�
x
2
�

n+ 1
dx

c) Montrer que :

J =

+1X
n=0

2

(n+ 1) (2n+ 1)2

4. A-t-on :

(8x 2 [0; 1[) ln(1� x) = �
+1X
n=0

x
n+1

n+ 1
?
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On consid�ere la fonction f d�e�nie par :

f(x) =
1

1 + x2

1. Montrer que f est ind�e�niment d�erivable sur R.

2. Soit n un entier naturel. On pose Pn(x) = (1 + x
2)n+1f (n)(x) o�u f

(n)

d�esigne la d�eriv�ee n-i�eme de f .

a) Montrer que l'on a :

(1 + x
2)P 0n(x) = 2(n+ 1)xPn(x) + Pn+1(x)

b) �Etablir que Pn est un polynôme dont le terme de plus haut degr�e est �egal

�a (�1)n(n+ 1)!xn.

3. Soit a un r�eel et g une fonction continue sur l'intervalle [a;+1[, d�erivable

sur l'intervalle ]a;+1[ et qui v�eri�e g(a) = 0 et lim
x!+1

g(x) = 0.

a) On consid�ere la fonction G d�e�nie sur l'intervalle [0; 1] par :

G : x 7!
�
g( 1

x
+ a� 1) si x 2]0; 1]

0 si x = 0

Montrer que G est continue sur [0; 1] et d�erivable sur ]0; 1[.

b) Montrer que G0 s'annule en un point de ]0; 1[. En d�eduire que g0 s'annule
en un point de ]a;+1[.

4. Soit h une fonction qui est continue sur l'intervalle ]�1; a], d�erivable sur

l'intervalle ]�1; a[, telle que h(a) = 0 et telle que lim
x!�1

h(x) = 0. Montrer

que h0 s'annule en un point de l'intervalle ]�1; a[.

5. Montrer par r�ecurrence sur n que le polynôme Pn admet n racines r�eelles

distinctes.
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Soit r un r�eel strictement positif. On consid�ere un r�eel strictement positif u0
et on d�e�nit la suite (un)n>0 en posant :

un+1 =
1

r + u2
n

si n > 0

1. Etudier la fonction x 7! x
3 + rx� 1 et montrer qu'elle s'annule en un seul

point `. En d�eduire que la fonction f d�e�nie par :

f(x) =
1

r + x2

admet un seul point �xe ( i.e. il existe un unique x0 tel que f(x0) = x0).

2. On consid�ere la fonction g d�e�nie sur R par g(x) = f(f(x)).

a) Que vaut g(x) ?

b) Montrer qu'il existe trois r�eels a; b et c que l'on d�eterminera, tels que pour

tout x r�eel on a :

(1� rx)(r + x
2)2 � x = (x3 + rx � 1)(ax2 + bx+ c)

c) D�eterminer la fonction x 7! h(x) = g(x)� x.

3. On prend pour r la valeur 1.

a) Montrer que g admet un seul point �xe.

b) Que peut-on dire de la suite (un)n>0 ?

4. On prend pour r la valeur 1=2.

a) Montrer que g admet trois points �xes. On notera � et � les deux points

�xes qui sont di��erents de ` avec � < �.

b) On pose E = f�; �; `g. Montrer que f laisse l'ensemble E invariant (i.e

f(E) = E). En d�eduire que � < ` < �.

c) Etudier le signe de la fonction h d�e�nie par h(x) = g(x)� x.

d) Etudier la convergence des suites (u2n)n>0 et (u2n+1)n>0 en fonction de

la valeur initiale u0.
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On consid�ere une fonction f d�e�nie et continue sur [0; �] et l'int�egrale

In =

Z �

0

f(t) sin(nt)dt.

1. On suppose dans cette question seulement que f est de classe C1 sur [0; �].

Montrer, �a l'aide d'une int�egration par parties, que la suite (In) tend vers 0

quand n tend vers l'in�ni.

2. On suppose ici que f est seulement de classe C
0 sur [0; �]. On veut

d�emontrer que le r�esultat pr�ec�edent est encore valable.

a) Soit n 2 N� . Soit F la fonction de Rn dans R qui �a tout n-uplet de r�eels

(a1; a2; : : : ; an) associe le nombre
2

�

Z
�

0

 
f(t)�

nX
k=1

ak sin(kt)

!2

dt.

On pose bk(f) =
2

�

Z
�

0

f(t) sin(kt)dt.

En�n, on rappelle que pour tout couple de r�eels (a; b), on a

sin(a) sin(b) =
1

2
(cos(a� b)� cos(a+ b)).

Calculer pour tout couple (k; l) d'entiers strictement positifs l'int�egraleZ �

0

sin(kt) sin(lt)dt.

En d�eduire que quel que soit (a1; a2; : : : ; an) 2 Rn :

F (a1; a2; : : : ; an) =

nX
k=1

a
2
k
� 2

nX
k=1

akbk(f) +
2

�

Z
�

0

f
2(t)dt

b) Montrer que F admet un minimum global au point (b1(f); � � � ; bn(f)).
Quelle est la valeur de ce minimum ?

c) Montrer que la s�erie
P

(bk(f))
2
est convergente et donner un majorant de

sa somme.

d) Conclure.
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D�eterminer les fonctions f continues sur R �a valeurs r�eelles telles que pour

tout x 2 R :

cos(f(x)) = sin(f(x))
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On rappelle les formules trigonom�etriques suivantes :�
sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

sin(a� b) = sin(a) cos(b)� cos(a) sin(b)
1. Pour tout n 2 N, on pose :

In =

Z
�=2

0

sin
�
(2n+ 1)t

�
sin(t)

dt et Jn =

Z
�=2

0

sin
�
(2n+ 1)t

�
t

dt

Montrer que pour tout n 2 N, In et Jn sont des int�egrales convergentes.

Pour n > 1, d�eterminer In � In�1. En d�eduire la valeur de In, pour tout

n � 0.

2. Montrer �a l'aide d'une int�egration par parties que

Z +1

0

sin(t)

t
dt est

convergente.

3. Soit f une fonction de classe C1 sur un intervalle [a; b].

En utilisant �a une int�egration par parties, montrer que

lim
n!1

Z
b

a

f(t) sin[(2n+ 1)t]dt = 0.

4. Soit g l'application d�e�nie sur ]0; �=2] par g(t) =
1

t
� 1

sin(t)
=

sin(t)� t

t sin(t)
.

Montrer que g est prolongeable en une fonction de classe C1 sur [0; �=2]. En

d�eduire lim
n!1

(In � Jn) puis lim
n!1

Jn

5. Comparer Jn et

Z (2n+1)�=2

0

sin(u)

u
du.

En d�eduire �nalement la valeur de

Z +1

0

sin(u)

u
du.
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1. �Etudier la fonction d�e�nie par f(x) = 1 � sinx et tracer sa courbe

repr�esentative dans un rep�ere orthonorm�e du plan.

2. On consid�ere la suite (un)n�0 d�e�nie par u0 2 R et pour tout n � 0 :

un+1 = 1� sinun

Montrer qu'il existe un r�eel � > 0 tel que pour tout n � 3, on a � � un � 1.

Etudier la convergence de (un)n�0.
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1. Etudier la fonction r�eelle f : x 7! 1

x ln x
et tracer sa courbe repr�esentative.

2. Etudier la s�erie
X
n

1

n lnn
.

3. On consid�ere une suite r�eelle (xn)n�0 d�e�nie par :

x0 > 0; x1 > 0 et 8n � 2 xn = xn�1 +
1

n lnn
xn�2

a) �Ecrire un programme en Pascal qui calcule et a�che les termes successifs

de cette suite pour des valeurs initiales et jusqu'�a un rang n entr�es par

l'utilisateur.

b) �Etudier les variations de la suite (xn)n�0.

c) �Etudier la convergence de la suite (xn)n�0.
Que se passe-t-il si on remplace les conditions initiales par x0 < 0 et x1 < 0 ?
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On consid�ere un entier naturel non nul n, et la fonction fn d�e�nie sur R par

fn(x) = nx
3 + n

2
x� 2.

1. Montrer que l'�equation fn(x) = 0 admet dans R une unique solution. On

notera an cette solution.

2. �Ecrire un programme en Pascal qui d�etermine et a�che une valeur

approch�ee de an �a 10�2 pr�es pour une valeur de n entr�ee par l'utilisateur.

3. Montrer que la suite (an)n�1 est d�ecroissante et convergente.

4. Quelle est la nature de la s�erie
X
n

an ?

5. Quelle est la nature de la s�erie
X
n

n
�

�
an �

2

n2

�
?
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Soit f une fonction d�e�nie sur R. On rappelle que f est convexe sur R si pour

tout entier n � 2 : 8(x1; : : : ; xn) 2 Rn ;8(a1; : : : ; an) 2 (R+ )n

nP
i=1

ai = 1 =) f

�
nP
i=1

aixi

�
�

nP
i=1

aif(xi)

1. D�emontrer que
n

p
n! � (n+ 1)=2.

2. Montrer que pour tout x � 0, on a x� x
2

2
� ln(1 + x) � x.

3. �Etudier la convergence de la suite d�e�nie, pour tout n � 1 par :

un =

nY
i=1

�
1 +

ln i

n2

�
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Soit a un r�eel strictement positif. On note I = ]�a; a[.
Dans tout l'exercice, on consid�ere une application f de I � I dans I qui est

de classe C1 sur I � I et pour laquelle il existe un r�eel k 2 [0; 1[ v�eri�ant :

8 (x; y) 2 I � I , ����@f@x (x; y)
����+ ����@f@y (x; y)

���� � k

1. Soit (x; y) et (x0; y0) deux couples de I � I . On d�e�nit l'application ' sur

[0; 1] par :

'(t) = f ((1� t)x0 + tx; (1� t)y0 + ty)

a) Montrer que ' est d�erivable sur [0; 1] et exprimer sa d�eriv�ee en fonction

des d�eriv�ees partielles de f .

b) En d�eduire que

jf(x; y)� f(x0; y0)j � k:max(jx � x0j; jy � y0j)

2. Soient (�; �) 2 I � I . On note (un)n2N la suite d�e�nie par :

u0 = �; u1 = �; et 8n 2 N; un+2 = f(un+1; un)

Pour n 2 N, on pose an = max(jun+2 � un+1j; jun+1 � unj).
a) Etudier la monotonie de la suite (an)n2N.

b) Montrer que 8n 2 N; an+2 Ê � kan.

c) Montrer que la s�erie
P

an est convergente.

d) Montrer que la suite (un) est convergente.

3. Montrer que la limite de la suite (un) est ind�ependante du couple (�; �).
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Dans tout l'exercice, g d�esigne une application continue de R+ dans R, qui

est p�eriodique de p�eriode 1.

1. a) Montrer que pour tout r�eel � > 0 , l'int�egrale

Z +1

0

e��xg(x) dx est

convergente. On pose alors G(�) =

Z +1

0

e��xg(x) dx.

b) Montrer que G(�) admet une limite quand � tend vers +1 et pr�eciser

sa valeur.

2. a) Montrer que pour tout r�eel � > 0,

G(�) =
1

1� e��

Z 1

0

e��xg(x) dx

b) Justi�er l'existence d'un r�eel positif M tel que :

8x 2 R+ ; je�x � 1 + xj �Mx
2

et en d�eduire un encadrement de

Z 1

0

e��xg(x) dx.

c) Montrer que G(�) poss�ede une limite �nie quand � tend vers 0 par

valeurs sup�erieures si et seulement si

Z 1

0

g(x) dx = 0 et montrer que cette

limite vaut alors

Z 1

0

�xg(x) dx.

3. Dans cette question on suppose de plus que g est �a valeurs positives ou

nulles et que g est di��erente de la fonction nulle.

Soit f une application continue de R+ dans R+ , d�ecroissante et telle que

l'int�egrale

Z +1

0

f(x) dx diverge.

a) Montrer que J =

Z 1

0

g(x) dx est strictement positif.

b) Montrer que pour tout entier naturel non nul n,Z n

n�1
f(x)g(x) dx � J:

Z n+1

n

f(x) dx

c) En d�eduire la nature de l'int�egrale

Z +1

0

f(x)g(x) dx.
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1. Etudier pour un r�eel x donn�e, la convergence des int�egrales

F (x) =

Z +1

0

1� cos(tx)

t
2 e�t dt

G(x) =

Z +1

0

sin(tx)

t
e�t dt

2. Montrer que pour a et h r�eels :

j cos (a+ h)� cos (a) + h sin (a) j � 1
2
h
2

3. En d�eduire que

jF (x)� F (x0)� (x� x0)G(x0)j � 1
2
(x� x0)

2

Z +1

0

e�t dt

4. Montrer que la fonction F est d�erivable, quelle est sa d�eriv�ee ?

5. On pose H(x) =

Z +1

0

cos(tx)e�t dt

Montrer par une m�ethode analogue �a celle des questions 3 et 4 que G est

d�erivable et que G0(x) = H(x)

6. V�eri�er que @

@t

�
�e�t cos(tx) + x:e�t sin(tx)

1 + x
2

�
= cos(tx)e�t.

En d�eduire H(x).

7. A l'aide du changement de variable x = tanu dans

Z 1

0

dx

1 + x
2 , calculer

G(1). En d�eduire que F (1) = �

4
� 1

2
ln 2.
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1. Montrer que pour x r�eel non nul, l'int�egrale

Z +1

0

dtp
(1 + t2)(x2 + t2)

est

convergente.

Dans la suite de l'exercice, on pose alors f(x) =

Z +1

0

dtp
(1 + t2)(x2 + t2)

2. Montrer que f est une fonction paire et d�eterminer le signe de f(x).

3. Montrer que f est d�ecroissante sur R�+ .

4. A l'aide d'un changement de variable simple, montrer que pour x > 0, on

a :

x:f(x) = f( 1
x
)

5. En d�ecoupant l'int�egrale d�e�nissant f(x) �a l'aide de la borne interm�ediairep
x, et en e�ectuant un changement de variable dans la seconde int�egrale,

montrer que pour x > 0, on a :

f(x) = 2

Z p
x

0

dtp
(1 + t2)(x2 + t2)

6. a) Quelle est la d�eriv�ee de la fonction t 7! ln(t +
p
1 + t2) ? En d�eduire,

pour x > 0, la valeur de

Z p
x

0

dtp
1 + t2

.

b) Montrer que, pour x > 0, f(x) � 2
x
ln(
p
x+

p
x+ 1). En d�eduire lim

+1
f .

7. a) Montrer que pour x > 0 :

0 � 2
x

Z p
x

0

dtp
1 + t2

� f(x) � 2
x
3

Z p
x

0

t
2
dtp

1 + t2
� 1

x
2

En d�eduire que f(x) est �equivalent �a lnx
x

quand x tend vers +1.

b) En d�eduire un �equivalent simple de f(x) quand x tend vers 0 par valeurs

sup�erieures.
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On note f l'application de R+ dans R d�e�nie par :

f(x) =

(
sinx
x

si x est strictement positif

1 si x = 0
.

Pour tout n de N, on note In l'intervalle [n�; (n+ 1)�].

1. Montrer que f est continue sur R+ .

2. Montrer que f est de classe C1 sur l'intervalle [0;+1[. Pr�eciser sa d�eriv�ee

�a droite en z�ero.

Montrer que f est de classe C2 sur [0;+1[, de classe C1 sur ]0;+1[.

3. Pour tout entier naturel n > 1, montrer que la d�eriv�ee de f s'annule sur

In en un unique point not�e xn.

4. Montrer l'existence de deux suites r�eelles (yn)n2N et (zn)n2N, telles que,

pour tout n 2 N :

f(yn) =
1
yn

, f(zn) = � 1
zn

, avec yn dans I2n , et zn dans I2n+1.

D�eterminer la d�eriv�ee de f en yn et en zn. Que peut-on en conclure ?

5. Etudier les variations de f sur I0; puis sur I2n et I2n�1, pour n > 1.

6. Tracer la courbe repr�esentative de f sur [0; 3�].
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Pour tout n de N� on consid�ere l'�equation (En) d�e�nie par :

(En) x
n+2 � 2:xn+1 + x

n + x
3 � (2 + n)x2 + x(1 + 2n)� n = 0

1. Montrer que 1 est solution de (En) et d�eterminer son ordre de multiplicit�e

en fonction de n.

2. a) D�esormais on suppose que n est sup�erieur ou �egal �a trois. Montrer qu'il

existe une solution et une seule de (En) dans l'intervalle ]1;+1[. Dans la

suite on note an cette solution.

b) Ecrire un programme turbo-pascal permettant d'obtenir une valeur

approch�ee de a3 �a " pr�es, " > 0 �etant donn�e.

3. Montrer que la suite de terme g�en�eral an converge et d�eterminer sa limite

L (on pourra, par exemple, comparer an et 1 + 1p
n
, pour n assez grand).

4. D�eterminer un �equivalent simple de an � L, quand n tend vers l'in�ni.
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On consid�ere la suite x = (xn) d�e�nie par :

x0 = 1; x1 =
1
2
, et 8n � 2; (n2 + 1)xn = (2n2 � n)xn�1 � (n2 � n)xn�2

1. On consid�ere la suite y = (yn) d�e�nie par : y0 = 0 et 8n � 1; yn =

n(xn � xn�1). Calculer xn en fonction de yn; yn�1 et n.

2. Pour tout n de N, on note zn le nombre complexe de partie r�eelle xn et de

partie imaginaire yn.

a) Calculer zn en fonction de zn�1 et de n.

b) Montrer que zn =
nQ

k=1

�
k

i+ k

�
(i �etant le nombre complexe de module

1 et d'argument �=2).

3. On pose 1 + i

k
= 1

rk
ei�k , avec rk > 0 et 0 < �k <

�

2
.

a) Calculer rk en fonction de k.

b) On pose Sn =
nP

k=1

�k. Calculer xn en fonction de Sn et de Pn =

nQ
k=1

kp
1 + k2

.

4. Montrer que la suite x est born�ee.
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Dans cet exercice, n d�esigne un entier naturel non nul. On consid�ere la

fonction 'n d�e�nie sur R+ par : 'n(t) =
et

1 + t
n
.

1. a) Etudier la fonction fn d�e�nie sur R+ par fn(x) =

Z x

0

'n(t) dt (on

donnera le tableau des variations et les limites aux bornes du domaine de

d�e�nition).

b) Soit a un r�eel strictement positif. Montrer qu'il existe un unique r�eel,

not�e xn(a) tel que

Z xn(a)

0

'n(t) dt = a.

2. On note hn la fonction d�e�nie sur R�+ par : hn(a) = xn(a).

a) Montrer que la fonction hn est croissante.

b) Montrer que lim
a!+1

hn(a) = +1.

3. On suppose dans cette question que a > e � 1, o�u e d�esigne la base des

logarithmes n�ep�eriens. Soit A un r�eel �x�e, strictement sup�erieur �a 1 et g la

fonction d�e�nie sur R+ par : g(t) =

�
et , si t 2 [0; 1]

0 , si t > 1
.

a) Montrer que lim
n!1

Z A

0

'n(t) dt =

Z A

0

g(t) dt.

b) On pose Jn =

Z
xn(a)

A

'n(t) dt. D�eterminer lim
n!1

Jn.

c) Montrer qu'il existe un rang n0 tel que : 8n � n0; Jn > 0.

En d�eduire que lim
n!1

xn(a) = +1.
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On admet que n! �
(n!1)

�
n

e

�np
2�n.

1. a) Soit (an)n�1 une suite d�ecroissante de nombres r�eels positifs de limite

nulle. Pour n � 1, on pose Sn =
nP

k=1

(�1)kak.

Montrer que les suites (S2n)n�1 et (S2n�1)n�1 sont adjacentes et en d�eduire

la nature de la s�erie de terme g�en�eral (�1)nan.
b) Quelle est la nature de la s�erie de terme g�en�eral bn = (�1)n[ln(n+1)�

lnn] ?

2. Pour n 2 N
� , on pose Kn =

Z 1

1
n

(�1)E( 1x )
x

dx, o�u E d�esigne la fonction

partie enti�ere, c'est-�a-dire que E(t) est le plus grand entier inf�erieur ou �egal

�a t.

a) Montrer que Kn =
n�1P
k=1

Z 1=k

1=(k+1)

(�1)k
x

dx.

b) D�eterminer lim
n!1

Kn.

24



Soit
P

n
an une s�erie �a termes positifs. On pose pour tout n 2 N

�
; bn =

n

p
a1 : : : an.

1. Montrer que la fonction x 7! ln x est concave sur ]0;+1[.

2. En d�eduire que, pour tout n � 2 et pour tous r�eels x1; : : : ; xn positifs ou

nuls :

n n

p
x1 : : : xn � (n� 1) n�1

p
x1 : : : xn�1 + xn

3. En d�eduire, par r�ecurrence, que pour tout entier naturel n � 1 et pour

tous �1; : : : ; �n r�eels positifs :

�1b1 + � � �+ �nbn � �1a1 + � � �+ �nan

o�u

�k =

(
k(�

1=k

k
� 1) si k < n

n�
1=n

k
si k = n

4. Montrer que pour tout k 2 N� ;
�
1 +

1

k

�k
� e.

5. On suppose que la s�erie
P

n
an converge. Montrer que la s�erie

P
n
bn

converge et que l'on a :
1X
n=1

bn � e

1X
n=1

an
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Soit f une fonction r�eelle de classe C1 sur [0; 1] et telle que f(0) = 0. On

d�e�nit alors la fonction ' sur ]0; 1] par : '(x) =
f(x)
x

.

1. Montrer que ' peut être prolong�ee en une fonction, not�ee e', continue sur
[0; 1].

2. En appliquant la formule de Taylor avec reste int�egral �a f sur le segment

[x; 0], et la formule de Leibniz, montrer que :

8x 2 ]0; 1]; xn+1'(n)(x) =

Z
x

0

t
n
f
(n+1)(t) dt

3. Montrer que la fonction '
(n) a une limite en 0 et l'exprimer en fonction de

f
(n+1)(0).

4. Montrer que e' est de classe C1 sur [0; 1].
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On consid�ere la suite de terme g�en�eral un =
�Z 1

0

t
n

(1 + t)n
dt

� 1
n

, pour n � 1.

1. Calculer u1.

2. Montrer que : 8n � 1, on a : 0 < un � 1
2
.

3. Soit a 2 [0; 1], montrer que un � (1� a)
1
n � a

1 + a
.

4. Montrer, en utilisant une suite (an) bien choisie de points de [0; 1], que la

suite (un) converge vers
1
2
.
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Soient a et b deux r�eels distincts.

1. Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un unique polynôme Pn tel

que :

8x 2 R;
Z x

a

(t� a)n�1(t� b)n�1 dt = (x� a)nPn(x).

Pr�eciser le degr�e de Pn.

2. Calculer Pn(a) .

3. On pose, pour p et q entiers naturels, I(p; q) =

Z
b

a

(t� a)p(t� b)q dt.

a) D�eterminer une relation entre I(p; q) et I(p + 1; q � 1), lorsque q > 1.

En d�eduire l'expression de I(p; q) en fonction de p et q.

b) En d�eduire Pn(b).

4. En remarquant que t� b = (t� a) + (a� b), d�eterminer une expression de

Pn(x) en fonction des puissances de (x� a).

En d�eduire P
(k)
n (a), pour k 2 N (o�u P

(k)
n d�esigne la d�eriv�ee k-i�eme du

polynôme Pn).
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Pour x r�eel positif ou nul et n entier naturel non nul, on pose :

sn(x) = x� x
2

2
+ x

3

3
� � � �+ (�1)n�1x

n

n

1. Ecrire un programme en Turbo-Pascal, permettant la saisie du r�eel x, de

l'entier n et a�chant la valeur de sn(x).

2. Montrer que sn(x) + (�1)n
Z

x

0

t
n

1 + t
dt� ln(1 + x) est une constante.

3. Donner, en fonction de n et de x, un majorant de la valeur absolue de

l'erreur commise en remplaant ln(1 + x) par sn(x).

4. Pour x 2 [0; 1] �x�e, d�eterminer la limite de la suite (sn(x))n2N� . En d�eduire

la convergence et la somme de
1P
n=1

(�1)n�1
n

.
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Soit f l'application d�e�nie par :

f : (x; y) 7! 1

1� y2
ln

�
x+ y

1 + xy

�
1. D�eterminer l'ensemble de d�e�nition D de f . Montrer que D est un ouvert

de R2 .

2. Montrer que f est de classe C1 sur D.
3. Montrer que pour tout (x; y) 2 D :

2yf(x; y) + (1� x
2)
@f

@x
(x; y)� (1� y

2)
@f

@y
(x; y) = 0

4. Montrer que pour tout x � 0 et pour tout y tel que 0 < y < 1 :����ln� x+ y

1 + xy

����� � j ln yj

En d�eduire que pour tout x � 0, l'int�egrale

Z 1

0

f(x; y) dy est convergente.

5. Exprimer

Z 1

0

f(0; y) dy �a l'aide d'une s�erie classique.
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Soit g la fonction d�e�nie sur R par :

g : x 7!
(

sinx

x
si x 6= 0

1 si x = 0

1. Montrer que g est de classe C1 sur R et d�eterminer g0(x) pour tout x r�eel.

2. Montrer qu'il existe deux polynômes Pn et Qn tels que pour tout n � 1 et

pour tout x non nul, on ait :

g
(n)(x) =

Pn(x) sin
(n)(x) +Qn(x) sin

(n+1)(x)

xn+1

o�u f
(k)(x) d�esigne la d�eriv�ee k-i�eme de la fonction f .

(On d�eterminera une expression de Pn+1 et Qn+1 en fonction de Pn et Qn.)

3. Montrer que Pn et Qn sont �a coe�cients dans Z. Pr�eciser le degr�e, la parit�e

et le coe�cient du terme de plus haut degr�e de chacun de ces polynômes.

4. En �ecrivant que sin(x) = x:g(x), d�eterminer deux nouvelles relations entre

Pn; Qn; Pn+1; Qn+1. En d�eduire que P 0n = Qn.
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