1
ANALYSE

Exercice 1.1.
n

Soit f la fonction de (R* )™ dans R, définie par : f(z1,...,2,) = ( > xk)(
k=1 k

M=

1
)

1

n

1. Vérifier que f est de classe C? sur Pouvert (R%)™.
2. Déterminer les points critiques de f et donner la valeur de f en ces points.

3. On se propose de montrer qu’en ces points, f admet un minimum global :

Premiére méthode
n

On pose, pour tout réel ¢, P(t) = > (t,/:z:k + L)Q.

k=1 VT

Développer P(t) en ordonnant suivant les puissances de ¢. En considérant
le discriminant de P(t), prouver linégalité demandée. A quelle condition

nécessaire et suffisante cette inégalité est-elle une égalité 7
Deuzieme méthode
a) Pour toute famille y1, ..., y, de réels strictement positifs, montrer que :
n n
[Tw=1= X uy=n
k=1 k=1
(On procedera par récurrence, et, dans le passage du rang n au rang n + 1,

on utilisera, apres avoir justifié leur existence, deux termes y; et yi tels que
y; <1<y

n n
b) On pose P = ( I1 xk)l/n. Montrer que pour tout réel o, > ¢ > n.P®
k=1 k=1
et en déduire le résultat demandé.

Troisieme méthode
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Pour tout réel x strictement positif, montrer I'inégalité : = + % > 2.

Vérifier que (kzijl xk)(kzz xik) =n+ 1<i§3<n (% + %) et en déduire le

résultat demandé.

Solution :
n
1. L’application (z1,...,7,) — Y. o est de classe C2 sur R™, comme somme
=1
d’applications de classe C2.
n
L’application (1,...,zn) — >, x—lk est de classe C2 sur (R*)", comme somme
k=1

d’applications de classe C2.

Le produit est donc de classe C? sur (R*)", a fortiori sur (R%)".

2. Un calcul immédiat donne, pour tout k € [1,n] :
(,?f(xl,...,:cn) if—kzxj( *)
z 1T = ;L‘k
Ainsi le gradient de f s’annule si et seulement si, pour tout & € [1,n], on a :
zn: 1 Zn: ( —) = 0, ou encore : 77 = ij
e ST 7

fU/e

J
Ceci montre que les x sont tous égaux.

Réciproquement, on vérifie que pour tout a > 0, le point (a,...,a) est un

point critique de f, et que f(a,...,a) = n?.

3. a) Immédiatement :

P(t)=12Y ap+2nt+ Y, L

k=1 k=1 'k

NE

Le trinéme P est positif sur R , son discriminant (réduit) est donc toujours
négatif ou nul. Donc :

Le discriminant de P est nul si et seulement si P possede une racine double
to, c’est—a—dire si et seulement s’il existe un réel ¢g tel que P(tg) = 0. Donc :

n
1 32 1
0= to/Tp, + ——) = Vke[l,n],topy/rx + —— =0
& (vt ) L nltov+ 72
ce qui montre qu’on a égalité si et seulement si les z sont tous égaux.

b) La relation est évidente pour n = 1.
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Supposons l'implication vérifiée pour n > 1 et considérons (n + 1) réels

n+1

strictement positifs tels que [] yr = 1. Si, pour tout k, yx < 1, cette égalité
k=1

est impossible. De méme, si pour tout k, yi > 1.

11 existe donc deux indices i # j tels que y; < 1 < y;. On écrit alors :

n+1 n+1
IT vr = (viv;) H yr =1
ht i

On a donc un produit de n réels qui vaut 1.

Par ’hypothese de récurrence, on sait que :
n+1

yzyj + Z yk

k#m
ou
n+1

Zyk n+yY; +yi — YiYy

Or yj +vi — yjyi = yj(l —yi)+y > 1—y +y; =1, ce qui termine la
démonstration.

n (03 Oé
Ona [] (m—;) =1, d’oti, par le résultat précédent Z 711 > n.

i=1 P i=1D
11 suffit d’appliquer le résultat précédent pour o = 1/2, puis a = —1/2. 11
vient

n n
1 n
VT = nv P —_ > =
k§1 = ’ Z \/7 f
On obtient le résultat souhaité en effectuant le produit membre & membre.

2
¢) I suffit d’écrire que = + % —2= 1)

x
On a alors :
Ya Y Loyl yo& > (T
T, 4 L Li — ot Li 4 2g
P e R R R 1<i<j<n Zj 1<i<j<n T3 Ti
Or :
. €T n
So(E gyt Y 2= 2( )
1<i<j<n (xj 5”1) - 1<i<j<n 2

ce qui avec l'inégalité précédente, donne le résultat souhaité.

Exercice 1.2.
1. Pour n € N*, on pose H,, = Y %
k=1
a) Etudier la suite (a,) définie par a, = H, — Inn.
b) Montrer qu’il existe un réel v de [0, 1] tel que H,, = Inn + v + o(1).

2. On se propose d’étudier la nature de la série de terme général :
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n (71)k71
up =[] (1+ 5.
=0
a) Soit (b,) une suite réelle décroissante de limite nulle.
n
Pour n € N on pose S, = > (—1)*by.
k=0
Montrer que les suites (S2,) et (S2p41) sont adjacentes et en déduire que la
série de terme général (—1)"b,, est convergente.
n (_1)k 1 n .
b) Montrer que lnu, = >, ~—— — §Hn + > wg, ol wy est le terme
k=1 \/E k=1
général d’une série convergente. En déduire la limite de wu,, lorsque n tend
vers 'infini.

¢) Montrer qu'il existe L > 0 tel que 111}_1 (ln Up + % In n) = L.

En déduire la nature de la série de terme général u,,.

Solution :

1. a) On a l'inégalité classique, pour tout k > 1 :

1 _ 1
k+1<1n(k+1) lnk‘gk
que ’on obtient par décroissance de la fonction ¢ +— % sur R% . En sommant

ces inégalités pour k variant de 1 a n, il vient :
n
> % >Inn,doua, =0
k=1
1

n+1
montrent que a,+1 — an < 0.

D’autre part, a,+1—a, = —In(n+1)+Inn, et les inégalités précédentes

b) La suite (a,) est une suite de réels positifs, décroissante. Elle converge
donc vers un réel . On écrit ainsi a,, =y + o(1), ou H, =Inn+ v+ o(1).
Deplus0<a, <a; = 0<y< 1.

2. a) Montrons que les suites (S2,) et (S2,41) sont adjacentes.
En effet :

Sont2 — Son = bant2 —bant1 <0, Sonys — Sont1 = bant2 — bantsz 2 0
et :

Sont2 — Sopt1 = bant2 — 0

b) Les deux suites (Say,) et (Sap41) convergent vers une méme limite S, ce
qui prouve que la suite (S,,) tend également vers S.

c¢) Par positivité :

_ n (_1)k—1
Inu, = kglln (1 + T )

Au voisinage de 0, on peut écrire :
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Donc :

?r
H
,_.
—
>
|
—

)= E0 = -+ CU o L)
k Ve o 2k kv vk

k-1
Les séries (= 1\)f et > o f) sont absolument convergentes. Ainsi, il

ln(1+( N~

existe une série Y wy, absolument convergente telle que

> D1 3

Inu, = — -5 H,+ w

= Vk 2 k=1 ’
n (_1)]@71

n
Par la question 2.a), on sait que lim Y existe, que lim Y wy
n—too 21 VEk n—+00 k7
existe et que lim H, = 4oo. Finalement lim Inu, = —oo, ce qui
n—-4o0o n—-4o0o
entraine par continuité de la fonction exponentielle que hm U, = 0.
n—> o0

On remplace H,, par Inn+ v+ o(1). Il vient :

no(—1 k—1 n
Inwu, = kz::1 % - %(lnn—kv—ko(l)) +k§1wk
>

> CU Lo+ 5

k=1

ou

lnun—i—lnTn:

e

On en déduit que lim (ln Up + ln—n) = L. Par continuité de la fonction
n—-+o0o 2
exponentielle :
lim +/nu, =el #0
n—-+4oo
soit :

eL
UnN%

La série > u, est donc divergente.

Exercice 1.3.

Soit f la fonction définie sur |0, 7] par :
fiz— / ln(QSin%)dt
0

1. Montrer que f est bien définie sur |0, 7] et admet un prolongement par
continuité en x = 0.

2. On pose I = f(mw) et J :/ ln(2cos ) dt.
0
Montrer que I = J, puis, en utilisant I + J, montrer que f(7) = 0.
f(z)
e

3. a) Déterminer lim

xr—



10 ESCP-EAP 2004 - Oral

b) Montrer que pour tout x € [0, 7] :
flx) :/ ln(QSin%)dt

4. a) Etudier la dérivabilité de f sur |0, 7].
b) Etudier les variations de f sur [0,7].

L COST dx

/6
Montrer que f admet un extremum valant o = —2 / -
0 sinx

Solution :

1. Soit ¢ : t — In (2sin(t/2)). La fonction ¢ est continue sur 0, 7].
Au voisinage de 0, on peut écrire :

In (2sin(t/2)) =In (t + o(t)) = In(t) + o(1)
La fonction ¢ est donc équivalente a la fonction ¢ +— Int qui est intégrable
sur ]0, al.

Donc f:z— / ©(t) dt est bien définie sur ]0, .
0

La convergence de l'intégrale / ... suffit a prouver que lim+ f(z) =0, on
0 x—0

peut donc poser f(0) = 0.
s
2. On montre que J = / In(2 cost/2)dt existe, en raisonnant comme dans

la question précédente.
Le changement de variable u = 7 — t qui est de classe C' et bijectif montre

que J = 1.

Donc : . .

21:1+J:/ In(4sint/2cost/2) dt:ﬂln2+/ In(sint) dt
0 0

/2 T
2l =7wln2+ / In(sint) dt + / In(sint) dt
0 /2

w/2 0
=7ln2+ / In(sint) dt + / In(sin u)(—du)
0 w/2
/2 ™
:71'1112—1—2/ ln(sint)dt:wan—l—/ In(sinwu/2)du =1
0 0
Donc
I=J=0.
3. a) On sait que si ¢t € [0,7/2], %t < sint < t (étudier les variations de
fonctions associées ou invoquer la concavité de la fonction sin sur [0, 7/2]).
Dong, pour t < 1, In(2sint/2) < Int <0, et :
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f(z) < / Intdt =axlnx — =z
0
Ainsi :

fx) <lnz — 1, ce qui entraine lim fx) = -0
T r—0+t T

b) Comme f(7w) =0, il vient :
flx) = /07” In(2sint/2) dt = /: In(2sint/2) dt = /: In(2sint/2) dt

4. a) La fonction ¢ étant continue sur [z, 7], ’égalité précédente et le théoreme
fondamental du calcul intégral montrent que f est dérivable en tout x €]0, 7]
et que f'(z) =In(2sinz/2).

b) L’équation f’(z) = 0 n’admet qu’une solution : x = 7/3. La fonction f
est décroissante sur [0, 7/3], puis croissante sur [7/3, 7.
Elle atteint un minimum o < 0 en 7/3 qui vaut, apres intégration par parties :

a :/ : In(2sint/2) dt = —2/ mW dr <0
0 0

sinx

Exercice 1.4.

1. Soit U un ouvert de R? contenant le pavé [a, b] x [c, d] (avec a < bet ¢ < d)
et f une fonction définie sur U, & valeurs réelles, et de classe C2.

d
Pour z € [a,b], on pose F(z) = / Sz, t) dt.
a) Montrer qu’il existe un réel M > 0 tel que :

O*f
Y(z,t) € [a,b] X [¢,d], p (:C,t)’ <M
b) Soit x € ]a,b], h un réel non nul tel que x + h € Ja, b[. Montrer que :
d
Fle+h)-F 0
| (x })l () _/ a%(x,t) dt| < |h\(d—c)%

¢) En déduire que F est dérivable sur ]a, b et donner une expression de sa
dérivée.

2. On se place dans les hypotheses précédentes.

y
a) Soit H la fonction de deux variables définie par H(z,y) = / f(z,t)dt.

Donner les dérivées partielles de H.

b) Soit u, v des fonctions dérivables sur R et a valeurs respectivement dans
v(2)

[a,b] et [c,d], on pose G(z) = / f(u(z),t) dt. Montrer que G est dérivable

c
sur R et donner une expression de sa dérivée.

z tn
3. Pour z >0et n €N, on pose : F,(z) = ——— dt.
pose - Fal2) = [ L
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Montrer que F;, est dérivable sur R* | en déduire que F;, est de classe C* sur
R .
+

4. Soit f une fonction continue sur [a, b] et F définie sur [a, b] par :
(z—t)"
e = [ S o

a) Calculer, en justifiant Pexistence, FP)(z) pour 0 < p < n + 1.
b) Calculer F®)(a), pour 0 < p < n. Quel résultat retrouve-t-on ?

Solution :

1. a) La fonction f étant de classe C? sur [a, b] X [c, d], 8 — | est continue sur

le fermé borné [a,b] x [c,d], elle est donc bornée par une constante M que
I’on peut choisir strictement positive.

b) On peut écrire :

‘F +h /afxtdt’
:|—}1L|‘F( v+ h) — Fz )—h/c O (w,1)di

_ 1 of ‘
] /fz+ht — flz,t) — h&c(x’t)dt
of
f(a: + h,t) — f(x,t) — h%(m,t) dt
On applique I'inégalité de Taylor a la fonction x — f(z,t), & t fixé. 1l vient :
Flz+h)—F(z) [“of L[R2, M
‘ ) - [ g dt‘ < iy [ e =pla - o
¢) On déduit de la question précédente que la fonction F' est dérivable en
tout x, et que

d
Fl(z) = %(x,t) dt

a) On a :

oH oH (, v ['Of

Moy = fa). Loy = [ Lana
b) Par la formule de composition des dérivées, il vient :

6'(2) = ' () G (=), v(2) + v/ (2) G (), 0(2))

soit :

u(z)
G'(2) = v/ (2) f(u(2),v(2)) + U'(Z)/ %(U(z),t) dt

0
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3. On se trouve dans la situation de la question précédente avec u(z) = v(z) =

zet f(z,t) = m On obtient donc :

n thrl n

z
F/ zZ) = —Z n/ dt - £ —n
n( ) (1+Z2)n o (1+t2)7z+1 (1_’_22)n
Comme F,, 1 est dérivable, cette derniere formule montre que F), est deux
fois dérivable, puis C* par récurrence.

Fn+1(z)

4. a) On applique la méme méthode. Il vient :
F'(2) = -t F(t) dt
), (n=1)!
et, pour tout p € [0,n] :

F(P)(Z) — /ZM f(t) dt

(n —p)!
En particulier F(")(z) = / f(t)dt, et FHD(2) = f(2)

b) Pour tout p € [0,n], F®(a) = 0. Donc :

n _ \k z _5\n
F(z) = 32 B poog) + / E=U pnn 4y at
= k! u n!
On retrouve la formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 1.5.

L’objet de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions h continues sur
]—1, +o0[ vérifiant pour tout x et tout y de ]—1, 4o00[ la relation :

h(z) + h(y) = h(z +y + zy)
Pour f solution de ce probleme, on note F' la primitive de f nulle en 0.

1. a) Montrer que si x et y sont deux éléments de |—1, +00[, il en est de méme
de z + y + xy.

b) Déterminer, pour tout x €]—1, 4+o00[, un changement de variable affine
(t = au + b) et une fonction g, tels que :

Yy 6]—1,—!—00[,/

x

zt+ytzy y
foyde= [ gt
0

¢) Soit y # 0. Exprimer f(x) en fonction de F(x), F(y) et F(x 4+ y + zy).
En déduire la dérivabilité de f sur |]—1,+oo].
2. a) Déterminer une relation entre f'(x) et f'(x + y + xy) pour x et y dans
]_17 +OO[

b) Montrer que pour tout y dans |—1,+oco[, f/(0) = (1 +y)f'(y)-

¢) En déduire I’expression d’une fonction vérifiant la relation proposée.
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d) Conclure.

Solution :

1. a) On a les équivalences suivantes :

z+y+tary>-l<—z+1l+ylz+1)>0<= (z+1)(y+1)>0
Donc
z>-1,y>-1 = z+y+zy>—1
b) On a I’équivalence :
{x:b <:>{b=x
r+y+axy=ay+>b a=14+=x
Ainsi :

r+y+zy Y
/ f(t)dt:/ S+ 2)u+ 2) (1 + 2) du
x 0

r+y+ay Y
[ = [+ )i+
¢)Ona:
Flz+y+ay) — Fz) =yl +2)f(z) + (1 +2)F(y)
Donc, pour tout = > —1, pour tout y # 0 :

_1[Fle+ytay) —F(x)
fla) =1 - F(y)
Comme F est dérivable sur |—1, +00], il en est de méme pour f.

2. a) Il suffit de dériver la relation de départ par rapport a z, a y fixé, pour
obtenir :

f(@)=f'z+y+zy)(l+y)
b) Avec x = 0, pour tout y > —1, il vient f'(0) = (1 +y)f'(y).
c¢) Pour y > —1

P =19 = w50 = [ Fwdi= o)

On vient ainsi de montrer que si le probleme admet une solution, celle—ci est
de la forme :

fly)=a+bdn(1 +y)

d) Réciproquement, si f est de la forme f(y) = a + bln(1 + y), alors f
vérifie équation f(z) + f(y) = f(x + y + xy) si et seulement si a = 0 et b
est quelconque.

Finalement, I’ensemble des solutions de 1’équation proposée est

{z — bIn(1+z),b € R}

Exercice 1.6.
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+oo 1
On pose I,, = / ——dx.
b 0o (@)

1. a) Montrer que cette intégrale est convergente pour tout n > 1.

b) Déterminer une relation entre I,, et I, 11 pour n > 1.

Dans la suite, on pose u, = n'/31I,, v, = In(uy,) et wy, = vpy1 — Vp.

2. a) Ecrire le développement limité & 'ordre 2 de w,,.
Quelle est la nature de la série de terme général w, ? En déduire la nature
de la suite (vy,,) puis celle de la suite (uy).

b) Montrer que, au voisinage de Uinfini, I,, est équivalente & %, ou k est
n
une constante que I'on ne demande pas de déterminer.

Que peut-on en déduire quant a la nature de la série de terme général I,, 7
n
3. a) Soit J, = (=1)"I, et Sp, = > Ji.
k=1

ool )"

(Ataz3)n
Mont Sp = — —_—
ontrer que /0 P
+oo d
b) Montrer que lim L =0

n—teo Jooo (24 2%)(1+27)"
c¢) Quelle est la nature de la série de terme général (—1)"1I, ?

Solution :

1
(1+a2%)"

1 1
0< <
(1 —I—CL'?’)” x?m

ce qui montre que 'intégrale I,, existe.
b) On écrit

oo 1423 oo z°
I, 1= —=T= —dr — — e —dx
+1 /0 (1 +x3)n+1 -/0 (1 +x3)n+l

et, pour A >0:

1. a) La fonction z +— est continue sur R*. Pour tout z > 0

3 T n3xz>

A A
x
| = || e
A A
_ L{ —x ] i L/ dx
3nl(1+a%"lo 30 f, (142"
En prenant la limite lorsque A tend vers l'infini, il vient :

_ 3n—-1
InJrl - gn In
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2. a) Il vient
()

un

wy, = In

La série de terme général w,, est de signe constant et son terme général est
équivalent a celui d’'une série de Riemann convergente. Elle converge. Soit S
sa somme. Alors :

N—1
wp=v,—v; = lim v, =v1+85
k=1 n—+00

Par continuité de la fonction exponentielle, il vient :
lim u, =et¥=C>0

n—-+oo

b) La série ) I,, diverge, puisque par la question précédente I,, = — 3~
n

c
INVER

3. a) Comme somme finie d’intégrales convergentes :

+o0 p +o0 1 1- —1 \n
Sn:/ > (—1 )kdxz/ () dx
0 0

=+ a8 12 1+ ks

+oo +oo
— _/ de (71)71/ da
) 24 0 CED I+

b) Comme

e da 0 C
0< < ey = Iy~ = 0,
/0 2+ )1 +2%)" /0 (11 25)" T AR VE -

on conclut & la convergence de la suite (S),).

¢) La série > (—1)"1I, est donc convergente sans étre absolument conver-
gente.

Exercice 1.7.

Soit X une variable aléatoire discréete a valeurs dans {0, ...,n}.

Pour tout t réel, on pose Lx(t) = E(e™™X), p(t) = InLx(t). On note I le
domaine de définition de .

Enfin, pour tout a réel, on pose

h(a) = Stlel? (ta—¢(t)) € RU {+o0}

1. On suppose dans cette question que X suit une loi binomiale B(n, p).
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a) Calculer Lx(t),¢(t) ainsi que I.

b) Déterminer h(a) (on s’attachera plus particulierement aux valeurs de a
pour lesquelles h(a) est fini.)
2. On revient maintenant au cas général.

a) Exprimer Lx (t) en fonction d’'une somme finie.

b) Calculer L’ (t) puis L’y (¢). Montrer que pour tout ¢ réel

(L (0)? < L (6L (¢)

c¢) Montrer que ¢ est une fonction de classe C?, convexe sur I. Déterminer

le signe de ¢’ ainsi que ses variations.

d) Montrer que lorsque h(a) est fini :
h(a) = ax(¢")H(a) — ¢((¢") 7" (a))

Solution :

l.a)Ona:
N~ (MY otk B ok ¢ _\n
Lt = X ()" (1 -p)" = = (e’ +1 )

Ainsi ¢(t) = nIn(p.e’ + 1 — p) existe pour tout t € Ret [ =R.
b) La fonction # : t — ta—(t) est de classe C* sur R, et pour tout ¢ réel :

t
"(t) = a—n—LE
W) =a—n-Bo

Donc :
P(t) =0 et = 11—
p(n—a)
e si a > n, cette équation n’a pas de solution. La fonction 1 est croissante
sur R et h(a) = 0.
e si a < 0, cette équation n’a pas de solution. La fonction v est décroissante
sur R et h(a) = +oo.

e si 0 < a < n, cette équation a comme unique solution ¢ = In (%)
p(n—a
La fonction v passe par un mazimum en ce point, mazimum qui vaut

h(a) = aln (ﬁ) —nln( qn )

n—a

2. a) On a immédiatement :

n
Lx(t) = 32 pre™
k=1
Donc
n n
L'y(t) = > kpr.et® L% (t) = 3 k?py.et®
k=1 k=1
b) En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz, avec :
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{ ar = ket*/2 /pr.
b, = etk/Q\/p»k
n 2 n n
L) = (3 anbi)” < (30 Ketkpi)x (30 epi) = L (0Lx (1)
k=1 k=1 k=1
¢) On a I = R, en effet ¢(t) = In Lx(¢) existe pour tout ¢ réel, puisque
Lx(t) > 0. Bien évidemment :
L (t)
/t — X
¢'(t) Ly()
Puis ¢/(t) = a — ¢'(1), et :

Lx(t)L" — X(t)
L% (t)

>0, ¢"(t)= =0

Donc
e sia > n, la fonction v est strictement croissante sur R et h(a) = +oc0.
e sia <0, la fonction ¢ est décroissante sur R et h(a) = +o0.

e si0 < a < n,ilexiste tg € Rtel que ¢’ (tg) = 0, ou ¢’ (tp) = a. Les variations
de ¢’ sont celles de 1. Donc ¢’ est une fonction continue, monotone et (') ~*
existe.

d) Enfin h(a) = toa — ¢(tg), avec tog = (¢’)~*(a). Donc :

h(a) = a(¢')~*(a) — ¢((¢")"*(a))

Exercice 1.8.

1. Etudier la nature de la série de terme général lnTn
2. Etudier la fonction f définie par f(x) = IH%
3. Démontrer la proposition suivante :

Int 1n2 " Ink "Int In2 . In3
Bhdt+ Z—\/ AL gp 4 Az Lo
/ k , 2 3

w\
32

n
et en déduire un équivalent simple de S, Z

4. On se propose de démontrer I'existence d’un nombre réel ¢ tel que :

Vn>2,8S, =1 ln2(n) + c+e(n), avec lilf g(n) =0.
n—-—1+0oo

a) Démontrer que : Vn € N*,In?(n) — In*(n — 1) = Qan + lg—;"‘ + o(ln—zn).

b) On pose u, = thn - %(ann—lnz(n— 1)).

n 2
Montrer que Y ux =S, — w
k=2
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¢) Conclure.

Solution :

Inn >

1. La série > Inn diverge, car pour n > 3, == > = et la divergence de la

1
série harmonique donne le résultat.
2. La fonction f est définie sur R . Elle n’est pas prolongeable par continuité
en 0, car limo f(z) = —o0. Par contre liIJIrl f(z)=0.
xr— r—1+00

La fonction f est de classe C! sur R et, pour tout x > 0 :

f’(m) — 1 —:Lénx

La fonction f est donc croissante sur |0, e], puis décroissante sur [e, +oo]. Elle
admet un maximum en xz = e qui vaut 1/e.

3. Pour tout k > 3, la fonction f est décroissante sur lintervalle [k, k + 1].
Dot :

In(k + 1) il Ink
s L A
Pour tout £ > 4,
k
In k / In(k —1)
mE < f(z)de < ———~
k o ) E—1

Donc

k

En sommant sur k € [4,n], il vient :

n n+1 n n

[ t@des [ f@ar< 3 BE < [

4 4 k=4 3

ou " n
/ﬂmm+%hi$<&</ﬂ@m+%hi§
4 3

et par la premiere inégalité :

/f(x)da?—&—lnTQéSné/f(x)dx—i—lnTZ—l—lnTg
3 3

Enfin "
/3 lndex = %ln2 n— %lnz(?))
Donc 9
In“n
Sy ~ 5

4. a) En mettant n en facteur, il vient :

In®n —In*(n—1) =In*n — (lnn+ln(1 — %))2
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= —2lnnln (1 — %) —1n? (1 — %)

1y _ 1 1 1 s .
Or In (1 — ﬁ) i + o(—nQ). Apres quelques calculs et le fait que
1 In :
L —o(lnn btient :
.- o 2 ), on obtien

20 —In(n—1) =20  Inn ,dnn
(n—1)= 2D g o(Inn)
b) Résultat immédiat par «télescopage »
n 2
S up =S, — lnTn
k=2
¢) On écrit
_lnn _1(2lnn , Inn Inny) _ _Inn Inn
w= = (R D o) = 5 +o(0)
Ainsi u,, est de signe constant et équivalent au terme général d’une série
3/2lnn _
5 =0.
n

convergente, car lim n
n—-+o0o

00 2
Notons Y ug =c. Alors lim S, — In'n_ .
k=2 n—-+o0o 2

ou

2
Su=101 1 ¢t c(n), avec lim e(n) =0
n—-+00

Exercice 1.9.

—Uu

e

du.
uk+3

+oo
Poura>OetkeNonpose:Ik(a):/

1. Montrer la convergence de U'intégrale Ix(a).
2. a) Trouver une relation entre Ij11(a) et Ix(a).
b) En déduire que :

n n
VneN, Io(a) = Luy1(a) + 3 (k= Dlpala) e >0 =Ly
k=0 k=0 a 2

1
3. Montrer que Vk € N, a"2 €*I;+1(a) tend vers 0 quand a tend vers +oo.
4. Soit @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

2
Exprimer 1 — ®(z) en fonction de Io(%) pour = # 0.

N

5. En déduire un développement asymptotique de 1—®(z) du type PH(%) e_%,
ou P, est un polyndme de degré 2n + 1.

Solution :

e—u

1. Soit @ > 0. La fonction fi : u+—

tout £k € N :

T est continue sur [a, 00| et, pour
urr2
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li 2 =
lim u fe(w) =0

Cela entraine, par la régle de Riemann, que Ij(a) existe pour tout k € N.

u

2. a) Une intégration par parties sur [a, A], puis un passage & la limite quand
A tend vers l'infini, donnent :

_ 1 e
Tifa) = (k+ )T (0) + 5

—a

b) En sommant ces égalités pour k € [0,n], il vient :

n n
Io(a) = Inyi(a) + X (k- %)Ikﬂ(a) SRS kil
k=0 =0 o+
3. On peut écrire :
Foo —u “+oo d 9 o—a
0<Ik+1(a):/ i 1du<e‘“/ kfl = € —
o w2 o uFTZ (264 3)d"TE
Donc : X
et

. 1
lim a""2el 1(a) =0
a—+00

4. On sait que :

+oo +oo 2
o= A [T eran L [ g bl
1-0 = dt = du =
(z) \/27r/¢ ¢ V27 S22 u% B Vam

5. Or:
Io(22/2) = Iisq (22/2) + = (k= 1) Iyr (02/2) + o712 P W

N ok+1/2
=R, (x)+ e’/ > iQk-‘,—l

Posons P,(X) = ok+3 X 2K+ Ainsi P, est un polynéme de degré (2n+1)

k=0
et :
Ip(@?/2) = Ru(x) + Po(L)e=s"/2
On sait, par la question 3, que, pour k > 1 :
2 —z2/2 —z2/2
Iii1 (%) = o £ =o(-&
() =) =t
—z2/2
Chaque terme de R, (z) est ainsi négligeable devant 67/1. Donc :
(«?/2)2
—z2/2 —z2/2 2
Ro(2) = o( 2 2), ot €72 p,(L)e-="/2
(2%/2)2 (2%/2)2 v

Finalement,
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e & bt
To(a?/2) = Ru(a) +e7/2 3 2o

donne :
Ip(a?/2) ~ Po(L)e=s"/2

et, au voisinage de 400 :

Pu(3)

xT

1— ®(x) ~e /2
(z) o

Exercice 1.10.
Soit a € R. On définit la suite (un),,, par récurence sur n en posant :

uO:OetVn>O,un+1:un+%[a—ui]

1. Que peut-on dire de la suite (un)n>o lorsque a < 07

2. Etudier la suite (Un),>¢ lorsque a = 0 et lorsque a = 4.

3. Dans cette question, on suppose que a € ]0,4][.

a) Montrer que % < upn < 2 pour tout entier n > 1 (on pourra étudier

l'image du segment [a/2, 2] par la fonction f définie par f(z) = x+%(a—x2)).
b) Prouver que pour tout n > 1, on a

o1 — vl < max (2,1 - Y2 — 4y |y, — /a4
¢) En déduire que la suite (uy),5, est convergente. Quelle est sa limite ?

4. Dans cette question on va raisonner par I’absurde pour prouver que la suite
(Un),>o est divergente lorsque a > 4. Dans un premier temps, on va donc
>
supposer que la suite (uy),~, converge vers une limite /.
=

a) Quelle sont les valeurs possibles pour ¢ 7
b) En déduire que dans chacun des cas, il existe un entier ng tel que :
1 — €] > Y fu, — 4

pour tout n > ng. Obtenir une contradiction et conclure.

Solution :

1. Le scalaire a étant strictement négatif, il est immédiat que la suite (uy,)
est décroissante.

Supposons qu’elle soit minorée. Dans ce cas elle converge vers le point fixe de
lapplication = — x + % (a—2?), point fixe £ qui vérifie 'équation (2 = a < 0,

ce qui est impossible.
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La suite (u,) diverge donc vers —oo.
2. Sia = 0, alors pour tout n € N,u,, =0 et si a = 4, pour tout n > 1, u,, = 2
3. a) Une étude rapide de la fonction f : x — x + %(a — x2) montre que

e f est croissante sur |—oo, 1]

e f est décroissante sur |1, +00]

o elle admet un mazimum en z = 1, qui vaut & '5 L

La fonction f étant continue, I'image de tout segment de R est un segment.
Aussi

e sia€]0,2], alors 0 < % < 1 et on montre que f([%,?]) C [%,2],

e sia € ]2,4], alors % > 1 et on montre que f([%,ﬂ) = [f(2),f(%)] C [0,2].

b) On remarque que :
V= tnit] = [V = 1 — Y |
Or,
e comme U, > letn=>1
1_@

VAN
—_
|
5
+
Q
~~
[\

e comme U, < 2

va
2
¢) Soit k = max (@,1 - %
vient, pour tout n > 1 :
IVa — u,| < k" 'a

11 en résulte que la suite (u,,) converge vers \/a.

4. La fonction f étant continue, les seules limites possibles sont les points
fixes de f, soit £ = ++/a.

e si £ = \/a, on sait que
N N N T

Dans ce cas, hIJIrl I1- @| = +/a—1> 1. 1l existe donc ng € N tel
n—-1+0oo
que pour tout n = ng :
2 2
e si { = —/a, on sait que

Va+ tunt1| = |ﬁ+unl|1+@|
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Comme hm ‘1 + %| 1+ a> f , il existe donc ng € N tel que

’V‘L—‘ o0
pour tout n = ng :

1Yot o va

On obtient ainsi I'inégalité demandée.

b) Lorsque a > 4, la suite (Ju, — ¢|) est coissante donc, pour tout
n =1, |u, — € = |lug — £ = a.
Elle ne peut converger vers \/a que si elle est constante, ¢’est-a-dire u, = ¢,
pour tout n > 1, ce qui n’est déja pas vérifié pour u;.

Exercice 1.11.

On considere la fonction f définie sur R par :

/eft dt

X

o VIt
0

six#£0

siz=20
1. Montrer que f est ainsi bien définie, de classe C! sur R.

+oo 4
a) Montrer que l'intégrale I = ew dt est convergente et préciser sa

0
valeur

2
(on pourra utiliser le changement de variable t = )
2

b) En déduire un équivalent de f au voisinage de +oo.

¢) Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote au
voisinage de +oo, dont on précisera 1’équation.

3. Montrer que la courbe représentative de f admet une branche parabolique
au voisinage de —oo

Solution :

v

Au voisinage de 0, elle est équivalente a ﬁ, dont l'intégrale est convergente

est continue sur R*.

1. La fonction g : t —

sur tout intervalle |—¢, [, avec € > 0.
La fonction f est donc définie sur R.

Si ’on écrit :

f(a:):x/olg(t)dt+x/1mg() — Cota \f

on voit que la fonction f est de classe C!' sur R*, puisque g est continue sur
R*. De plus, pour tout = € R* :
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f’(sc):/o g(t)dt—i—a:g(x)—i—/l g(t)dt:/o ﬁdt—f— ﬁe_”ﬂ
f(z)

On a clairement lim = 0, donc lir% f(xz) = 0 et f est continue en 0,
xr—

z—0

dérivable en 0 avec f/(0) = 0.
Enfin

T —t
lim f/(x) = lim (/ £ dt+ Le‘”‘) =0
AT VYT Ve
ce qui entraine que f est de classe C! sur R.

—t
2. a) La fonction g : t — eﬁ est continue sur RT. Au voisinage de 0, elle est

.. 1 . .
équivalente a ——, qui est intégrable sur [0, 1].
q ik q g [0,1]

Pour tout t > 1, on a |g(t)| < e~! qui est intégrable sur [1, +o0].
Finalement, I existe.
Le changement de variable u = Vt est de classe C! sur RT*. Soit a > 0.

et /+002 —u?g
== dt = e "du
a \/E

En prenant la limite lorsque a tend vers 0, il vient I = /7.

Ja

b) Ainsi f(z) ~ x/7, au voisinage de +oo.

¢) On a
—t

+oo
f(x)—xﬁ:x/ eﬁdt

et, pour z > 1
+oo

|f(x) —xy/7| < ZU/ e tdt =zx.e7 "

xr
Donc

lim [f(z) - oy/7| =0

r——+00
et la courbe représentative de f admet la droite d’équation y = /7 comme
asymptote en +oo0.

3. Pour tout x < 0,si y = —x

Tt T u Y u
r)=u €E _dt=—x £_du= /e—du
f@) /0 v—t 0o Vu yo Vu

Or, pour u > 0,e* > 1 et

Cela entraine que :
lim f(z) =400, lim f&x) = —00

r——00 Tr— —0o0
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Exercice 1.12.
Pour a €]-1, 1], soit f, la fonction définie sur [0, 7] par :
fa() =1+ a® —2acosx

1. a) Montrer que Va €]—1,1[,Vx € [0, 7], (1 — |a|)? < fa(z) < (1 +|al)?.
b) Montrer que Ya € ]—1,1[,Va € [0,7], fo(m — ) = f_o(2).
e) Montrer que : Va €]-1,11,v2 € (0,7, 2 (2) = fu(§)F-a(5)

2. On pose, pour a €]-1,1], g(a) = / In(f.(z)) dx.
0
a) Montrer que g est une fonction paire.
b) Montrer que : Va €]—1,1[, g(a?) = 2g(a).
c¢) Montrer que g est continue en 0.
d) En déduire que : Va €]-1,1[,g(a) = 0.

Solution :

1. a) On peut évidemment démontrer les inégalités demandées en distinguant
selon le signe de a et en développant. On peut aussi remarquer que :

fa(z) = (1 —a.e™)(1 —a.e™ ™) =1 —a.e™]?
Or par l'inégalité du triangle :
1 Jal = 1~ Jall < 1 - ae®*| < 1+ Ja]
Il reste a élever au carré.
b) La relation demandée est évidente car cos(m — x) = — cos(x).
¢) Ici encore, on peut faire un calcul trigonométrique direct, ou écrire :
= |1 — a.e™/?2|1 + a.e™/??
= (1 = a.e||1 + a.e®/?|)(]1 — a.e*/2||1 4 a.e~**/?|)
= (1 — a%e®)(1 — a%e~i%) = |1 — a2ei®|?
2. a) Par la question précédente a), la fonction g est bien définie. On montre

qu’elle est paire en utilisant la question b) et le changement de variable affine
u = 7w — x dans l'intégrale définissant g.

b) Question évidente, par ce qui précede et les propriétés du logarithme.
¢) Par la question 1. a) : In((1 — |a])?) < In f,(z) < In((1 + |a|)?). Donc :
mIn((1 —la])?) < ga(z) < 7In((1 + |a])?)
Il reste a prendre la limite lorsque a tend vers 0 pour conclure.

d) Comme g(a?) = 2g(a), une récurrence immédiate donne, pour tout
n € N*
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1 n
9(a) = 5z9(a”")
Orla] <1 = lim @®" =0. On conclut par la continuité de g en 0.

n—-+oo

Exercice 1.13.

On note I = R% et C = C°(I,R) I'ensemble des fonctions continues sur I &
valeurs réelles.

On pose également :

+oo
L= {f eC/ f(t) dt converge absolument } et
0

B0
E=qfeC/Vaxel, <2 dt converge absolument ;.
0 t+x

5 T r)
Pour tout f € E et x € I, on notera f(x) = / 7 dt.
0 +z

1. a) Vérifier que F est un R-espace vectoriel non réduit & {0}.

b) A-t-on EC L? At-on L C E?

c) Soit a € R et f,, définie par f,(t) = t*~ 1. Déterminer les valeurs de a
pour lesquelles f, € E.

Montrer qu’alors ?; est proportionnelle & f, (on ne cherchera pas a calculer
le coefficient de proportionnalité).

2. a) Soit f € L telle que t — ¢f(t) € L. Montrer que pour tout > 0 :
—+o0 +oo +oo
f@) 4 1 1
/0 S de— 1 O F(yde] < 2 O t£(t)| dt

~

Peut—on en déduire un équivalent de f(z) lorsque z tend vers l'infini ?

b) Vérifier que pour tout (z,t) € I?, pour tout n € N :
1 _ < k_th 1ty 1
Ei M e @) e

c¢) On suppose que f € L et que pour tout k € N, g : t — tFf(t) € L.

Montrer que f(x) admet un développement asymptotique & tout ordre lorsque
T — +00.

d) Qu’obtient—on pour f(t) =e"t?

Solution :

1. a) E est un sous—espace vectoriel de C, puisque |[Af + g| < |A.|f] + |g] et
puisque t — et € E.

t
O < Lgy),

b) Pour tout ¢ > 0, | "
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Donc L C E. Par contre t — est élément de E sans étre élément de L.

1
t+1
L’inclusion précédente est donc stricte.
ta—l

c) La fonction f, est continue sur R* . Au voisinage de 0, on a f, (t) ~

Cette derniére fonction, positive, admet une intégrale convergente sur ]0, 1]
si et seulement si o > 0.

Au voisinage de +00, on a f,(t) ~ t*~2. Cette derniere fonction, positive,
admet une intégrale convergente sur [1, +00] si et seulement si « < 1.

Ainsi f, € E si et seulement si 0 < o < 1.

Le changement variable linéaire ¢t = zu, (z > 0) donne :
— +oo ta—l 1 +oo uoz—l —
fa(x):/o t_HUdt:x /0 u_|_1du:fa(x)fa(l)

2. a) On peut écrire :

’/+oot+x dt — ;Oof(t) dt‘ = ‘/O%om(tjx) £t dt‘

+oo
<L [ drwie=od)

“+oo +oo

Donc, si F(tydt #0, fa) ~ 1 Ft)dt
0 0
b) Pour ¢ > 0,z > 0, il vient (série géométrique) :
111 ¢ gt nt1tyntl 1
t+x_§><1+£_k§0(_1) Ik+1+(_1) + (5) Xt+x

c) Comme f € L C E, on sait que fexiste. De plus

+oo
Fioy = 32 GI [+ Ruw

avec
1 [T 1
Ru(2)] < -1 / | ()] dt = o(L)
X 0 X

Ceci donne le développement asymptotique dans les puissances de % de f(x)
a 'ordre n.

d) Lorsque f :t+ e~! (qui appartient & L), pour tout n € N, ¢ — t"e™t €
L,etona:

+oo
/ the=tdt =T(k+1) = k!
0

Donc, pour tout n > 0
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Exercice 1.14.

Soit k£ un entier naturel tel que k > 2.
k
A toute liste (p;)ogicr de nombres réels positifs ou nuls telle que > p; =1,
i=0
avec pg # 1, on associe le polynéme :

koo
PX) =) pX*
i=0

1. Montrer que la fonction polynoéme P réalise une bijection de [0, 1] sur
[p07 1]
2. On note E I'ensemble des solutions de I’équation P(x) = z sur le segment
[0, 1].

a) Montrer que E est non vide.

b) En discutant selon la valeur de P’(1), déterminer le nombre de solutions
de cette équation.
3. On considere la suite (un)nen définie par up = P(0) et la relation de
récurrence un4+1 = P(up).

a) Montrer que la suite (u,)nen est convergente.

b) A quelle condition a-t-on lim u, =17

n—oo

Solution :
k .
1. On a P'(x) = Y ip;a*~! et comme py # 1, 'un au moins des p; est
i=1
strictement positif et pour > 0, on a P’(z) > 0. La fonction polynéme P est
une fonction continue strictement croissante de [0, 1] sur [P(0), P(1)] = [po, 1]

2. a) F n’est pas vide, puisque P(1) = 1.

b) Soit f : 2 — P(xz) — x. La fonction f est de classe C° et pour z > 0 :

flx)=P(x) =1, [f'(z)=P"(x) 20

Sur [0, 1], la fonction f’ est croissante de p; —1 < 0 & P’(1) — 1. Donc
esi P/(1)—1 <0, la fonction f’ reste négative sur [0,1] et f est décroissante
de po vers 0 et est donc positive sur [0,1]. L’unique solution de 1’équation
P(z) = x est donc z = 1.
e si P/(1) — 1 > 0, la fonction f’ s’annule en o €]0, 1] et f est décroissante
sur [0,a] de pg vers f(«) puis croissante sur [a, 1] vers 0. Donc f(a) < 0, et
comme py > 0, il existe a € [0, a] tel que f(a) = 0. Ainsi 'équation P(z) = x
admet deux solutions sur [0, 1], qui sont a et 1.

3. a) Par une récurrence immédiate, u,, € [0,1], pour tout n > 0 et par la
question précédente on a : Upt1 — Uy = f(Up).
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esi P'(1) =1 <0, f(up,) > 0; la suite (u,) est croissante majorée : elle
converge vers le seul point fixe de P qui est 1.
esi P/(1) — 1> 0, comme ug € [0,a], la fonction P étant croissante de [0, a]
sur [po,a] C [0,al], pour tout n > 0, u, € [0,a] et f(u,) > 0. La suite (uy,)
est donc croissante, majorée par a, elle converge vers I'unique point fixe de
P de [0, a] qui est a.

b) D’apres la question précédente, la suite (u,) tend vers 1 si et seulement
si P'(1) < 1.

Exercice 1.15.

On note E l’ensemble constitué des fonctions f continues de R dans R
vérifiant les deux conditions suivantes :

i) Pour tout (z,y) € R?, f(z +y) + f(z —y) = 2f () f (),
i) Il existe au moins un réel x tel que f(z) < 1.
1. a) Déterminer un élément de F non identiquement nul.

b) Soit @ un réel non nul, et f € E. On définit g par g(x) = f(ax). Montrer
que g est élément de E.
Dans la suite de ’exercice, on suppose que f est un élément non nul de E.
2. a) Calculer f(0)

b) Comparer pour tout z réel les valeurs f(x) et f(—x).

c¢) Trouver une relation entre f(x) et f(x/2).

d) Montrer que pour tout réel x, on a f(z)+1 > 0.
3. On suppose dans cette question que f est un élément de F qui ne s’annule
jamais (i.e. f(z) # 0, pour tout x réel).

a) Etudier le signe de f.

b) Soit a € R tel que f(a) < 1.
On définit la suite (uy,)n>0 par : pour tout n € N, u,, = f(2"a). Montrer que
cette suite est convergente. Déterminer sa limite.

¢) La fonction f admet—elle une limite lorsque z tend vers +oo 7

Solution :
1. a) La fonction x — cosx vérifie les deux conditions de ’énoncé.
b) 11 vient :
9@ +y) +g(z —y) = flar +ay) + flax —ay) = 2f(az) f(ay) = 29(x)g(y)
De plus, si f(xg) < 1, alors g(z¢/a) = f(zo) < 1, donc g € E.

2. a) En prenant z = y = 0 dans la relation i), il vient f(0) = f(0)?, donc
f(0)=0o0u f(0) =1.
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Supposons que f(0) = 0. En prenant y = 0, il vient 2f(x) = 0, pour tout
z € R, donc f est identiquement nulle, ce qui est exclu. Ainsi f(0) = 1.

b) En prenant x = 0, il vient, pour tout y € R, f(y) + f(—y) = 2f(y).
Ainsi f(y) = f(—y) et f est paire.

c¢) En penant 2 = y, il vient, pour tout x € R, f(2x) + 1 = 2f(z)?. Donc,
pour tout x € R :

2
flay=2f(3)" -1
d) Immédiatement f(x)+ 1 > 0, pour tout z € R.

3. a) La fonction f est continue sur R et ne s’annule pas. Par le théoréme des
valeurs intermédiaires, elle garde un signe constant sur R. Comme f(0) =1,
elle est donc positive sur R.

b) Soit a € R tel que f(a) < 1. Le relation 2. ¢) donne, pour tout n > 1 :
-1

Cette relation de récurrence est de la forme w,, = @(u,_1), avec p(x) =
222 — 1. Comme f(z) > 0 sur RT et que ug > 0, il en résulte que pour tout

n € N, u,, > 0. De plus la fonction ¢ est croissante sur R™ ; cela entraine que
la suite (u,) est monotone.

Up = 2u%_1

Enfin, uy < 1 et si on suppose u, < 1, U411 = 2u721 —1<2x1—-1<1.
En résumé :
Pour tout n € N, on a 0 < u,, < 1 et la suite (u,) est monotone

Qu'’elle soit croissante ou décroissante, on peut conclure qu’elle converge vers
¢ tel que £ = 20% — 1, soit £ € {1,—1/2}. Donc la suite (u,) tend vers 1.

¢) Supposons que lim f(x) = A. En appliquant la relation i) avec y = a,
et en passant a la lingfi?eoﬁorsque x tend vers I'infini, il vient
22 =2Af(a)
Comme f(a) < 1, cela entraine que A = 0. Mais lim f(z) = 0 entraine que
lim w, = 0, en contradiction avec le résultat de I; gggstion précédente. Ainsi

n—oo

f n’a pas de limite en l'infini.

Exercice 1.16.

n
Si (uy,) est une suite réelle, on note [] ux le produit uy xugx ... xty,.

k=1
Pour tout a réel et n € N*| on pose :
n 2"
Paa) = T1(1+0a*), Up(a) = 5———
= [1(1+a%)

k=1

1. Discuter, en fonction du parametre a, 1’existence de lirf P,(a).
n—-r+oo
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2. Discuter, en fonction du parametre a, l'existence de hm U, (a).

’n/‘) o0
- . ;. n
3. Etudier la convergence de la série Y. U,(a) (on pourra écrire a?" =
n>1

" +1-1).
7 +m
4. a) Etudier la convergence de l'intégrale I,, = / U,(a)da.
1

b) Etudier la convergence, et calculer éventuellement la somme, de la série
de terme général I,.

2m—1
5. a) Montrer que P,(a) = Y. a?’. Retrouver ainsi les résultats de la
p=0
question 1.
—+oo
b) En déduire la somme de la série Y U, (a) lorsqu’elle converge.
n=1
Solution :

1. On sait que P,(a) > 0. En prenant le logarithme : In P,(a) = > In(1 +

azk).

e Sial < 1, In(1+ a2k) ~ a? et la série Zan converge. Donc la suite
(Pn(a)) admet une limite dans R.

eSifal] =1, In(14a k) = In2 et la série > In(1 + azk) diverge vers +o0.
Donc la suite (P,(a )) tend vers +o0.

e Silal > 1, In(1 + a? ) ~ 2F1n|a| et la série 3" In(1 +a2k) diverge vers +o00.
Donc la suite (P, (a )) tend vers +o00.

2. On a Uy(a) = . Donc :

a) =
OSi|a|:1,Un():L — 0.

2™ n—oo

. 1
eSila|>1,U,(a)  =——— — 0.

(
e Sial <1, h U

1 1
3.0na:U,(a) = — ,et:
(a) P,_1(a) Py(a)
- 1 1
S, = U =— — —
k; k(@) 1+ a? P, (a)
Ainsi :

. . _ S — 1
o Silal <1, limP,(a) = {(a) et kZ::1 Uk(a) =1— fa)
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e Silal > 1,limP,(a) = 4o et Y, Ug(a) =1.
k=1

2
4.a)Sin:1,U1(a)=1a 5
a

Pour tout n > 2, ’encadrement

n’a pas d’intégrale convergente sur [1, +o0].

n

1
+a?

1 a
0< Up(a) < w <
(@) 1+a® 14a> 1
+o00
montre que / U, (a) da existe.
1

b) Pour tout n > 2 :

n +oo +oco p +oo 1 +oo 1
> / Uk(a)da = > Uk(a)da = / da —/ da
k=2J1 1 k=2 1 Pi(a) 1 Pa(a)
Or . .
oo oo
0< / da_ / do _ 1
S Pue) T @ 2" — 1 n—oo
Donc
S e da iy
I = = =
k2::2 : /1 1+a> 4
5. a) On procede par récurrence sur n :
epour n =1, Pi(a) =1+ a?,
2" —1
e supposons que P,(a) = > a?”. Alors :
p=0
_ om_1 gn—1 . gn+1_q
Poyi(a) = Pu(a)(1+a?"" )= 3 a4+ Y a20+2) = S %
p=0 p=0 p=0
D’ou le résultat au rang n + 1 et la conclusion.
b) On a donc
1-a>""
Pulo) ="
et sila| <1
: 1
1 P,(a) =
Jm Pn(a) = 1=
Ainsi -
S Un(a) =1—(1—a?) = a?
k=1
Exercice 1.17.
2
On consideére la fonction f : ]0,1] — R définie par la relation f(z) = leinﬂlc
22—

1. Montrer que, pour tout n € N* :

1 no 1
dz = — 210 3 d 20 f(2) d
/Of(x) x z::/ox x x—i—/ " f(x) dz,

1
k=1 0



34 ESCP-EAP 2004 - Oral

apres avoir justifié, s’il y a lieu, la convergence des intégrales généralisées qui
sont mises en jeu dans cette relation.

1
2. Calculer, pour tout k£ € N*, / 2% Inzde.
0

1
3. Montrer que la suite ( / 22" f () da:) o converge vers 0.
0 ne

1
4. En déduire que la valeur de l'intégrale / f(x)dz est égale & la somme
0
d’une série numérique (& préciser).
+oo

9 1
6. On admet que Y % = T_. Calculer | f(x)dx
=1k 6 0

Solution :

1. x La fonction f est continue sur ]0,1[ et prolongeable par continuité &
droite en 0 et & gauche en 1.

Il s’ensuit que, pour tout n € N, la fonction x + 2" f(x) est continue sur
10,1 et prolongeable par continuité & droite en 0 et & gauche en 1.

Enfin, pour tout k& € N*, la fonction ¢ :  — 22*Inx, est continue sur 10,1]
et prolongeable par continuité a droite en O.

Aucune intégrale généralisée (& improprement parler) n’est par conséquent
mise en jeu dans la relation a établir.

n 2
* Soit n € N*. Pour tout = €]0,1[, 3 2?72 = x;‘ _11 et donc
k=1 €

n
S Inx = (22" — 1) f(z).
k=1
Il s’ensuit, par linéarité de 'intégrale, que :

1 n gl 1
/Of(x)dx:—};::l/oJc%lnxdx—k/oxz"f(a:)dx

2. 1P0u1" tout k € N* :

/ 2?*Inzdr = lim
0 t—0t+

3. Notons f le prolongement par continuité de f sur [0, 1]. La fonction f étant
continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée. Soit K un majorant de |f] :
pour tout n € N :

|/ 220 f(z) da| = |/ 22 (s dq;|</ 22 f( )|da:<K/ 22 da

2k+11 ! 1 de _ 1
[2k+1 ”L_zkﬂ LT T
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1
On conclut d’apres le théoreme de I’encadrement, que la suite ( / 22" f(x) dm)
0 neN

converge vers 0.

4. En faisant tendre n vers +o0o on conclut que la série Y % converge
i1 (2k+1)

et que

1 p = 1
s = 2 Gy

5. Notons, pour n € N*, @, et S, les sommes partielles d’ordre n respectives

- 1 1
des séries (convergentes — et —.
( ) k; k? kz;l (2k +1)*

Pour tout n € N*, Qapy1 =1+ 5, + % Q. En passant a la limite quand n
tend vers 'infini, on obtient

1 +o0 2 2
- L ____-Lyro _y_7m
/Of(x)dx—kgl e 1-9% -1=%-1

Exercice 1.18.
Soit f une fonction continue strictement positive de R dans R. Pour a € R,

T
on considere la fonction F,, : R - R,z — / f(¢)dt.
a

1. Montrer que Fj est une fonction de classe C' strictement croissante sur R.

On suppose dorénavant que l'intégrale de f diverge en 4oc0.

2. a) Montrer que pour tout a € R il existe un unique réel noté ¢(a) tel que :

w(a)
/ f(t)dt =1.

b) Exprimer la fonction ¢ en fonction d’une primitive de f. En déduire que
¢ est de classe C!.

3. a) Montrer que ¢(x) > x pour tout = € R. Montrer que si lim f(z) =

T—+00
400, alors la droite d’équation y = = est asymptote au graphe de .
b) On suppose que f est une fonction paire. Montrer que la droite
d’équation y = —x est un axe de symétrie du graphe de .

4. On pose f(z) = exp(z?). Montrer que f vérifie les hypotheses de
I'introduction. Préciser 'asymptote et ’axe de symétrie du graphe de ¢ et
représenter graphiquement cette fonction.

Solution :
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1. F, est de classe C! comme primitive d’une fonction continue et F/, = f est
continue donc F, est de classe C!. La dérivée vérifie F/(z) = f(z) > 0 donc
F, est strictement croissante sur R.

2. a) Comme l'intégrale de f diverge en +oo, liIJIrl F.(z) = +oo.
T—1T00

Par le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a F,, il existe un unique
»(a)
réel p(a) tel que / f(t)dt =1.

a

b) Notons F = Fy. On a pour tout ¢ € R, F(¢(a)) — F(a) = 1. Comme
F est de classe C! de dérivée strictement positive, F~! existe et est de classe
ch.

On a alors ¢(a) = F~1(F(a) +1). Ainsi ¢ est de classe C! comme composée
de fonctions de classe C*.

o(z)
3. a) Comme f est positive et que / f@)dt =1, il est clair que p(x) > .

T

Soit A > 0 et M > 0 tels que pour x > M, f(z) > A. Alors pour a > M, on
a:

»(a) v(a)
1:/ f@dt=1> [ Mdt=M(g(a)—a).

a
On a donc ¢(a) —a < ﬁ Ceci montre que liril (p(z) —x) = 0 et que la

droite d’équation y = x est asymptote au graphe de f.

®(a) —a

b) Soit @ = 0. On a / f(t)dt = 1. Par parité, on a / f@)dt =1,
a —¢(a)
donc ¢(—¢(a)) = —a. Or les points (a, p(a)) et (—p(a), —a) sont symétriques

par rapport a la droite y = —x, d’ou le résultat.

4. 1l est clair que f : x — exp(t?) vérifie les hypotheses du 1. De plus c’est
une fonction paire, son intégrale diverge en 400 et elle tend vers +oo. Cette
fonction est donc strictement croissante et admet y = —x comme axe de
symétrie.

Exercice 1.19.
n

On se donne une suite (a(n))nen d’éléments de N* et on pose p(n) = > a(k).

k=0
On appelle (uy,)nen une suite décroissante de réels positifs.
1. Montrer que ¢ est une injection croissante de N dans lui-méme.
On pose dans toute la suite et pour tout n € N,
»(0) ®(n)
Un = a(n)Ugn), wo = Y, ug et pour tout n € N*, w, = > Uy,

k=0 k=p(n—1)+1
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2. Montrer que Y u, et Y w, sont de méme nature.
3. Montrer que si Y _ u,, converge, il en est de méme pour »_ v,,.

4. On suppose qu’il existe M € RT tel que pour tout n € N, le rapport
a(n)
a(n—1)
Montrer que si ) v, converge il en est de méme pour »_ uy,.

soit inférieur ou égal a M.

5. On pose «a(n) = 2" et u, = #ﬂ, b eR.
n(lnn)
Montrer que Y u, converge <= > 1.
) 1
= 1 =
6. On pose a(n) = (n)™ et u, TR

a) Montrer que ((¢(n))nen est équivalente & (a(n))nen
b) Montrer que (ln(a(n)))neN*

¢) Etudier la convergence de Y v,. Conclusion ?

est équivalente & (n?Inn),en-.

Solution :

1.p(n+1) —p(n) = a(n+1) > 0 donc ¢ est strictement croissante donc
injective.

2. Notons respectivement U,, et W,, les sommes partielles de Y u,, et Y wy,.
Alors W,, = Ugny. Si (Upn) converge la suite extraite (W) converge donc
> wy, converge.

o0
Inversement si ) w, converge alors U,y = W, < W ou W = > wy,.
n=0

Comme la suite (U,) est croissante et qu’une sous-suite converge, elle
converge.
3. Comme la suite (u,) est décroissante, on a :

@(n)
Wy = > Uk = a(N)Uy(n) = Up.
k=p(n—1)+1

Comme Y w, converge, > v, converge.

4. Par un calcul analogue, on obtient :

w @f) ug < a(n)u < o(n) Up—1 < Mo
= kX n—-1)xX 7~ 1\Un-1% —1-
" k=p(n—1)+1 o ) a(n - 1) " "

La convergence de Y v, entraine celle de > w,, et donc celle de > u,.
a1 1

2"[n(2")])"  nPln2)”"
Par la régle de Riemann, cette série converge si et seulement si § > 1.

5.0n a v, =2
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6. a) Pour k < n, on a (kI)* < ((n—1)!)""1, donc

:%(k!)k <n((n =Nt < ()t = ﬁ(n!)” = o((n)").

Donc
o(n) = (n)™ +o((n)™) ~ (nh)™.
b) Comme ¢(n) tend vers +o0, on a :
In(p(n)) ~ In(a(n)) soit n?Inn ~ In(a(n)).
c) Par le 5., > u, diverge.
afm) 1

o(n)In(p(n)  In(a(n)) n’lnn
Ainsi la réciproque du 3. n’est pas toujours vérifiée.

Par ailleurs, v, = donc Y v, diverge.

Exercice 1.20.
On définit les deux fonctions :
v :[0,27] — [0,27],t — @(t) =t —sint;
P 1 [0,27] —» Rt +— ¢(t) =1 — cost.
1. a) Montrer que ¢ est de classe C! strictement croissante de [0,27] dans
[0,27]. En déduire que sa fonction réciproque ¢! est continue sur [0, 2] et
dérivable sur |0, 27].
On pose f:[0,27] — R,z — f(z) = op~i(x).
b) Montrer que f est continue sur [0, 27], dérivable sur ]0, 27[.

c¢) Dresser le tableau de variation de f. Montrer que la droite d’équation
r = 7 est axe de symétrie de la représentation graphique de f. Calculer

lim f/(x).
i /(2)
d) Représenter graphiquement f.

27

2. a) Calculer (z) dzx, ot f désigne la fonction définie au 1.
0

b) On pose g(z) = %Tf(x) pour x € [0,27] et g(z) = 0 sinon.

Montrer que g est une densité de probabilité.
Calculer 'espérance d’une variable aléatoire de densité g.

Solution :

1. a) On a ¢/(t) =1 — cost pour z € [0, 27]. De plus ¢’ est continue, donc ¢
est de classe C1.

Comme 1 — cost > 0 pour ¢t €]0,27[ et que ¢ continue & droite en 0 et &
gauche en m, elle est strictement croissante sur [0, 27].
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On en déduit que sa fonction réciproque ¢! est continue sur [(0), p(27)] =

[0, 27]. Elle est dérivable sur |0, 27], car ¢’ ne s’annule pas sur cet intervalle.
b) Par composition, f est continue sur [0, 27], dérivable sur ]0, 27[.
¢) On a pour €10, 2, f/(z) = /(6= (2))'(x) = sin(p~" () (1 —cos ).
Comme ¢~ !(z) = 0 pour z € [0,7] et ¢~ !(z) < 0 pour = € [m,27] et que
1 —cosz > 0 sur ]0,27[, f/(x) > 0 si et seulement qi = € [0, 7].
De plus f(2r —x) = f(x) donc la droite d’équation = = 7 est axe de symétrie
du graphe.

Ona f'(z) =¥ (¢~ z)) (¢~ (z) = P (2)

¢ (™ ()
!/ .
On a ¢, (u) = _sinu 2 qui tend vers +o0o quand u tend vers 0.
©'(u)  1—cosu (0) U

Or lim ¢~ !(x) = 0 donc lim f'(z) = +o0.
On en déduit que le graphe de f admet une tangente verticale en 0.

d) La représentation graphique est maintenant sans difficulté (la courbe
obtenue s’appelle une «arche de cyclode»).

2. a) En effectuant le changement de variable x = (t), on obtient :
2m 2m

2m
(z)dx = P(t)'(t) dt = / (1 — cost)?dt = 3.
0 0 0

b) La fonction g est continue positive sur R et on a clairement

/OQWg(@ de = /+oog(x) do = 1.

—0o0
On obtient ainsi une densité de probabilité dite cyclodique.

Avec le méme changement de variable qu’au 2. a) on a :

B0 = [ egtorde = g [ oou @ d

— 1 e _ 2
=3/ (t —sint)(1 — cost)*dt

En enlevant les termes dont I'intégrale est clairement nulle pour des questions
de périodicité, on obtient :

2m
BE(X)= é/o (t — 2tcost +tcos?t)dt = 1.



