Soit f une fonction définie, continue et strictement positive sur [0, +oo[ telle
+0oo
que / f(z)dz = 1.
0
On considere une variable aléatoire réelle X de densité ¢ définie par :

{0 pour z < 0
p(r) = f(z) pourz >0

On suppose que X admet une espérance E(X). On note F la fonction de
répartition de X et on pose :

1 x
Vr e R", Q(z) = m/0 tf(t)dt

1. On étudie dans cette question le cas particulier ou X suit la loi exponen-
tielle de parametre A > 0.

a) Déterminer F et Q.

b) Déterminer une application C' de [0, 1] dans lui-méme telle que Q = Co F.
c) Dresser le tableau de variations de C. Déterminer un réel ¢; tel que
C'(tp) = 1, puis un réel zg tel que F(xzg) = to-

2. On revient maintenant au cas général.

a) Montrer que @ est définie sur RT.

Déterminer une application C de [0, 1] dans lui-méme telle que @ = C' o F.
Dresser le tableau de variations de C'. Déterminer un réel ¢q tel que C'(to) = 1,
puis un réel zq tel que F(xg) = to.

1 “+ 00
b) Montrer que : / C(x)dz = Q(z) f(z)d.
0 0



Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires indépendantes, définies sur le
méme espace probabilisé et suivant la loi uniforme sur 4, = {—n,—n +
1,...,n—1,n}.

1. Déterminer la loide S = X 4+ Y.
2. Déterminer la fonction de répartition F de |S| (valeur absolue de S).

La suite de l’exercice consiste a donner une expression intégrale de F'. Pour
cela, on notera Ny, le nombre de couples (z,y) € A2 tels que z +y = k.

3.a) Exprimer en fonction de Nj le coefficient de 2* dans le développement
de :
1 1 1 A\’
<Z—n+F+"‘+;+l+2’+"'+Z >
n
b) On pose z = e, t € [—m;n[. Pour ¢ # 0, exprimer Z 2* sous la forme
k=—n
sin(p,t/2)
sint/2
trouve-t-on pour t =07

, Ol p, est un entier que l'on déterminera en fonction de n. Que

4. On admettra que :

b
Y(a,b) € R?, Va € R*, / ettdt = o (ew‘b — e’a“)
a

Montrer que :

1 47 2n ) )
Vk € Ap, Nj, = 2—/ ( > Npewt> ekt qt
™

- p=—2n

5. a) Pour k € {0,...,2n}, on appelle M}, le nombre de couples (x,y) € A2
tels que —k < x +y <k.
Etablir la formule :

/2 .2 :
M, = c/ sin”((2n + 1)u) sin(2k + 1)udu
0

sin® u
ou ¢ est une constante a déterminer.

b) En déduire une expression de F'(k) sous forme intégrale.



Une urne contient b boules blanches, n boules noires, r boules rouges; b et n
sont des entiers naturels non nuls, r est un entier naturel.

Un joueur tire une boule. Si elle est blanche, il gagne; si elle est noire, il
perd ; si elle est rouge, il la met de coté et effectue un autre tirage (avant le
second tirage, l'urne contient donc r — 1 boules rouges).

Dans ce cas, si la boule est blanche, il gagne ; si elle est noire, il perd ; si elle
est rouge, il la met de coté et effectue un autre tirage, etc.

La partie s’acheve lorsque le joueur a gagné ou perdu.

1. On note B; (resp N;, R;) 'événement : «le joueur tire une boule blanche
(resp une boule noire, une boule rouge) au i-¢me coup. »

On note G, I'événement : «le joueur gagne en commenant ses tirages dans
une urne contenant r boules rouges ».

a) Calculer les probabilités p(Go) et p(G1).

b) Trouver une relation entre p(G,.) et p(G,—_1).

c) Calculer p(G,).

2. Soit X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour
qu’une partie s’acheve, l’'urne contenant au départ r boules rouges.

a) Calculer les espérances E(Xy), E(X1), E(X»).

b) Trouver une relation entre p(X, = k) et p(X,—1 = k — 1) (pour r > 1 et
k > 2), puis entre E(X,) et E(X,_1).

c¢) En déduire E(X,).



On suppose que 'on sait tirer des nombres aléatoires uniformément répartis
sur lintervalle [0, 1], c’est-a-dire que l'on a une variable aléatoire X de loi
uniforme sur [0, 1].

Donner une méthode de tirage de nombres aléatoires répartis suivant une
loi de probabilité (p,), donnée, c’est-a-dire montrer comment définir une
variable aléatoire Y & valeurs dans N telle que pour tout n € N, P(Y =n) =
pr (on pourra penser a définir la fonction de répartition de V).



Dans cet exercice, on admettra les propriétés suivantes :

e soient Y u, et Y v, deux séries & termes positifs convergentes de sommes
n

respectives U et V. La série de terme général w,, = Y u;v,,—; (série produit)

i=0
est convergente et a pour somme W =UV.

e side plus, la série de terme général w,t"™ est convergente pour tout ¢ € [0, 1],
alors la fonction ¢ — Jiownt" est deux fois dérivable sur cet intervalle, les
fonctions dérivées secc,)crzl(?le et premiere étant obtenues en dérivant terme a
terme la somme —g):o Wpt™.

k=0

On effectue une suite de lancers indépendants d’une piece de monnaie
donnant pile (P) avec la probabilité a et face (F) avec la probabilité = 1—a.
(o €]0, 1]).

On s’intéresse a ’apparition de deux piles consécutifs. On note Sy I’événement
«deux piles consécutifs sont apparus au (k — 1)-iéme et au k-ieme tirage.»
Chaque pile ne peut servir qu’a une seule série de deux piles consécutifs.
Ainsi, dans la succession F P F P P P P, seuls sont réalisés les événements
S5 et S7 et non Sg.

On note G, ’événement « deux piles consécutifs sont apparus pour la premiere
fois au (k — 1)-iéme et au k-iéme tirage. »

1. On pose aj, = p(Si) (probabilité de I’événement Syi). Soit Pj, 1’événement
«on obtient pile au k-iéme tirage.» En écrivant que P,_1 N P, C Sk_1 U Sk,
montrer que pour tout k > 2, o = ap + o ap_;.

En déduire la valeur de aj, pour tout k > 2.

2. On pose by, = p(Gy) (probabilité de I’événement Gy) et by = by = ag =
a; = 0.

k
Montrer que pour tout k > 2, ap = > a;bg—;.

i=0
3. Montrer que la série de terme général ait* est convergente pour tout ¢ de
[0, 1] et calculer sa somme F(t).
Montrer de méme que la série de terme général bytk est convergente et
exprimer sa somme H en fonction de F'. Expliciter H(t) pour ¢ € [0, 1]

4. Montrer que H admet une limite lorsque ¢ tend vers 1.
Montrer que la suite (bx)r>0 permet de définir la loi d’une variable aléatoire
X a valeurs dans N.



5. En admettant que H(1) = lim H(t), que H'(1) = lim H'(t) et que
t—1- t—1-

H"(1) = lim H"(t), montrer que X admet une espérance et une variance.
t—1—



Soit f la fonction définie sur R par f(t) = exp(t — €e!).

—+o0
1. a) Etudier la convergence de 'intégrale / ft)dt.

— 00

b) Montrer que f est la densité d’une variable aléatoire X .
2. Montrer que X admet des moments de tous ordres et que le moment d’ordre

+o0
k est donné par la formule my, = / (In(u))*e~"du.
0

u n
3. a) Soit u un réel srictement positif. Calculer lim (1 — —) .
n—-+oo n

b) Soit n un entier naturel non nul. Pour tout £ € N, on pose :

I, = /Onln(u) (1 - %)kdu

u\k u w\ k-1
En écrivant (1 — —) sous la forme (1 — —) (1 — —) , vérifier la relation :
n n n

A A /On (uln(w)) (—%) (1 - %)k_l du

c) On pose Ji, = (k + 1)I;. Trouver une relation de récurrence entre Jj et
Jr—1. (On pourra faire une intégration par parties).

En déduire Ji pour tout entier k < n, puis I,,.

n
1
d) On rappelle que la suite de terme général u, = z " In(n) est
k=1
convergente. On appelle «y sa limite.
n u n
En admettant que mq = lim In(u) (1 - —) , montrer que E(X) = —y
n—+00 0 n

NB : La loi suivie par X est appelée loi de Gumbel.



1. Une urne contient des boules noires et des boules blanches dans les
proportions p et ¢ = 1 — p respectivement, avec p €]0, 1].

On effectue n tirages successifs d’une boule avec remise dans cette urne. Soit
(n1,n2) un couple d’entiers tels que n; + ns = n.

Quelle est la probabilité d’obtenir n; boules blanches (et donc ns boules
noires) 7

Soit F'(p) cette probabilité. Pour quelle(s) valeur(s) de p cette probabilité
est-elle maximale ? On pourra poser H(p) = In(F(p)).

2. On effectue dans cette question n tirages successifs d’une boule avec remise

dans une urne contenant des boules indiscernables au toucher de k& couleurs

différentes.

Pour i € {1,---,k}, la proportion initiale de boules de couleur i dans l'urne
k

est p; ot p; €]0,1[. (avec Zpi =1).

i=1
Soit (n1,ns,---,ng) un k-uplet d’entiers strictement positifs dont la somme
est égale a n.

a) Quelle est la probabilité d’obtenir la répartition (ni,ns,---,n;) en n
tirages 7 (c’est-a-dire n; boules de couleur 1, ny de couleur 2, etc.)
On notera F'(p1,ps,---,pr) cette probabilité.

b) On cherche s’il existe des valeurs du k-uplet (p1,p2, - -, pr) pour lesquelles
cette probabilité est maximale.
On pose H = In(F). Déterminer un point candidat a 'optimisation de H

k
sous la contrainte Z p; = 1.
i=1
c) Si au moins I'un des nombres p1, ..., pg est nul, on pose F(p1,...,pr) =0.

k
Montrer que la fonction F ainsi prolongée sur [0, 1]*N{>" p; = 1} admet un
i=1

maximum et que ce maximum est obtenu en un point de I'ouvert 0, 1[*.

d) Conclure.



Soit A un réel strictement positif. Soit (X;);en+ une suite de variables
aléatoires indépendantes. On suppose que pour tout ¢ € N* la variable X;
suit la loi exponentielle de parametre ¢A.

n

On note S, = ZXi et fp la densité de S, nulle sur R™ et continue sur
i=1

R*. l

1. a) Déterminer fs.

b) Montrer que pour tout n € N* et tout x > 0, fn(2) = nle ¥ (1—e )71

c) Que vaut lespérance E(S,) de S,? Donner un équivalent de cette
espérance quand n tend vers 'infini.

d) Calculer la variance de S,, et montrer qu’elle admet une limite finie quand
n tend vers 'infini.

2. a) Déterminer la fonction de répartition F,, de S,.

S,
b) On pose T,, = —. Déterminer la fonction de répartition H,, de T;,.
n

c¢) Etudier pour tout x réel la limite de la suite (Hp(z))y,.
Quelle est la limite en loi de la suite (T},) 7

d) Déterminer lim E(T,) et lim V(T,).
n—o0 n—o0



Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
On considere ’ensemble E des suites réelles vérifiant la relation de récurrence

R : VkeN, kugtr —nup+ (n—k)ug—1 =0
1.a) Vérifier que E est un espace vectoriel sur R.

b) On considére I’application ® de E dans R? qui & toute suite u € F associe
le couple (ug, u1). Montrer que ® est linéaire et injective.

c) Montrer que toute suite de E est constante a partir du rang n.

d) Vérifier que tout suite constante est élément de E.
i—1

e) On considere la suite (a,) définie par ap = 0 et Vi € N*, a; = Z C’ﬁ_l,
k=0

avec la convention C* = 0 pour k > n.
Montrer que (a;,) est élément de E. En déduire la dimension de E et la forme
générale des suites de E.

2. Un point P se déplace sur un axe gradué de 0 jusqu’a n par unité de temps
et par sauts de longueur 1.

Ses déplacements sont déterminés par les regles suivantes :

e si a linstant k£ > 1, P se trouve en 0 ou en n, il y reste définitivement.

e si a linstant k, il se trouve en i pour i € {1,---,n — 1}, il se trouvera au

. qe 2 U . . 1oy 2
temps k+ 1 en ¢ + 1 avec la probabilité — ou bien en i — 1 avec la probabilité
n

n—1i

n
e le point se trouve en ¢t = 0 en 0 et il se trouve au temps t = 1 en 1.
On cherche a déterminer la probabilité que le point arrive en n.

On appelle G I’événement : « P arrive en n », et on note X}, la variable aléatoire
égale a l'abscisse du point au temps k.

Pour i € {0,---,n}, on pose p¥ = p(G | X} = i) (probabilité que le point
arrive en n sachant qu’au temps k il se trouve en ).

On admettra que ’événement «le point arrive en n & un instant quelconque »
est indépendant du moment ol il se trouve en i, c’est-a-dire que p¥ ne dépend
pas de k. On pose alors pf = p;.

Déterminer la probabilité qu’il arrive en n.
(On raisonnera a partir de la suite (p;) définie par ce qui précede et p, = 1
pour k > n).

10



1. Vérifier que les polynémes 1, X, X(X — 1), X(X — 1)(X — 2) forment
une base de Rz (X). Ecrire la décomposition des polyndémes X2, X3 sur cette
base.

2. Soit T une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0.
Pour ¢ € N*, on note m; le moment d’ordre ¢ de cette variable.
Déterminer m; pour ¢ =1, 2, 3.

3. Soient Ty, Ts,---,T, des variables aléatoires indépendantes de méme loi
que T'. On cherche a estimer le parameétre inconnu A.

n n
1
a) Quelle est la loi suivie par T ? Montrer que M, = — T est un
) Q p ; ! q - 1; i
estimateur sans biais de A.

b) Préciser E(T?), E(M?2) et E(T},M,) pour k dans {1,...,n}.

1 n
- - P n2-
On pose V - E [T; — M,]

k=1
Est-ce que V,, est un estimateur sans biais de A ?

Proposer un estimateur W, sans biais de A obtenu a 'aide de V,.
4. On montrerait & ’aide des résultats des premieres questions que la variance

e A1 +2)).

Entre M,, et W,, quel est le meilleur estimateur, c’est-a-dire celui de variance
minimum ?

de W, est égale a

11



On effectue une succession indéfinie de lancers indépendants avec une piéce
donnant Pile avec la probabilité p € 0, 1] et Face avec la probabilité (1 — p).
On dit que la premiere série est de longueur Ly = n > 1 si les n premiers
lancers ont amené le méme c6té de la piece et le (n + 1)-iéme, autre.

On définit de méme la longueur Ly de la 2-ieme série.

1. Déterminer la loi de L; et son espérance. Pour quelle valeur de p, E(L1)
est-elle minimum ?

2. Donner la loi du couple (Ly, Ls).
3. Déterminer la loi de Lo, son espérance et sa variance.

4. Ly et Lo sont-elles indépendantes ?
On admet l'existence de la covariance de Ly et Ly. Son signe est-il prévisible ?

12



Soit X une variable aléatoire admettant une densité strictement positive sur
Rt et nulle sur R* .

1. a) Montrer que sa fonction de répartition Fx définit une bijection de R
sur [0,1].

On note F'y ! sa réciproque. Soit alors U une variable aléatoire suivant la loi
uniforme sur [0, 1[.

b) Montrer que Fx'(U) suit la méme loi que X.

1
c) Déterminer Fy ! quand X suit la loi exponentielle de paramétre A = 3’
avec b > 0.

2. En Turbo-Pascal, la fonction random simule une variable suivant la
loi uniforme sur [0,1[. Par exemple, si T est une variable de type real,
linstruction T := random affecte & T un réel de [0,1] suivant la loi
uniforme sur cet intervalle.

On admettra que les appels successifs & random sont indépendants.

Définir en Pascal une fonction Gamma (b : real ; n : integer) simulant la
loi Gamma de parametres b et n (b € R* , n € N*)

3. On considére l'instruction T := (Gamma(l , n) - n) / sqrt (n) o T
est une variable de type real. Quelle est son effet lorsque n est ”grand” ?

13



Existe-t-il un réel a tel que 'on puisse définir une variable aléatoire X &
valeurs dans N, par :

VkeN,P(X =k) = (ak+1)e ™ *?

14



Soient A, B, et C trois variables aléatoires indépendantes définies sur un
espace probabilisé (2, .4, P), suivant une méme loi binomiale de parametres
n et p.

Soit M la variable aléatoire qui & tout w € © associe la matrice M (w) définie
par :

Alw) Bw) Cw)
Mw)=| A(w) B(w) C(w)
A(w) B(w) C(w)

1. Quelle est la probabilité que M soit inversible 7

2. Quelle est la probabilité que M soit nilpotente ? (une matrice X est dite
nilpotente s’il existe p > 0 tel que X? =0.)

3. Quelle est la probabilité que M soit la matrice d’un projecteur ?

4. Donner la loi, I'espérance et la variance du nombre de valeurs propres de
M. Quelle est la probabilité que M soit diagonalisable ?

5. Donner la loi, ’espérance et la variance de la plus grande des valeurs
propres.

6. On suppose p = 1/2.

a) Quelle est la probabilité qu’au moins une des colonnes de M soit égale a
la somme des deux autres ?

b) Quelle est la probabilité que toutes les valeurs propres de M soient des
entiers pairs ?

15



On considere 6 dés, cinq étant équilibrés. Le dernier est pipé de maniere a ce
que lorsqu’on lance ce dé, chacun des chiffres apparait avec une probabilité
proportionnelle & ce chiffre.

1. Donner la loi, ’'espérance et la variance de la variable aléatoire égale au
chiffre donné par le dé truqué lorsqu’on le lance.

2. On effectue n tirages successifs et indépendants d’un dé parmi les six.

Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire égale au nombre de fois ou est
tiré le dé truqué ?

Combien de tirages doit-on effectuer pour que la probabilité d’avoir obtenu
le dé truqué parmi ceux tirés soit au moins 1/27

3. On effectue n tirages successifs sans remise d’un dé parmi les six.

Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire égale au nombre de fois ol est
tiré le dé truqué ?

Combien de tirages doit-on effectuer pour que la probabilité d’avoir obtenu
le dé truqué parmi ceux tirés soit au moins 1/2?

16



On consideére la fonction F' définie sur R par :
—T

1-— six >0

5.T

2

1. Montrer que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a

densité qu’on nommera X, dont on donnera une densité et ’espérance si elle

existe.

F(z) =
siz <0

2. Pour n entier naturel non nul, on note Y,, la variable aléatoire définie
comme la partie entiere de n.X.

On rappelle que si z est un nombre réel, la partie entiere de = est le plus
grand entier relatif n tel que n <z <n + 1.

a) Déterminer la loi de Y,.

b) Déterminer son espérance et sa variance si elles existent.

17



On considére une suite (X,)pen de variables aléatoires réelles & den-
sité, indépendantes, toutes de méme loi, définies sur un espace probabilisé
(Q, B, P). On note f une densité de ces variables aléatoires et F' leur fonction
de répartition.

1. a) Montrer qu’une densité g de la variable X; — X est donnée par :
—+o0

g:xT > f@)f(t —z)dt.

b) Calculer P(Xy < X;) et P(X; < Xop).

Dans la suite de l’exercice, on admettra que si n € N* alors pour toute
permutation o de [0,n], on a :

P(X(,(g) <XJ(1) <0 < Xa(n)) :P(XO <Xp <> <Xn)
et Vr € R,
P(X(,(g) < Xga) < < Xgn) <z)=PXo< X1 < <X, <)
2. Soit n € N*.

a) Calculer P(E,) ou E, est I’événement :
«Il existe deux indices distincts ¢, j de [0,n] tels que X; = X;»

b) Montrer que P(Xp < X1 < -+ < X,) = ( _|1_1)|'
n .

c¢) Calculer P(Xy < X; < --- < X,, <) en fonction de F(z).

3. Si w € Q, on note T(w) le plus petit indice n € N* pour lequel
Xn(w) > Xo(w) si un tel indice existe et T'(w) = 0 sinon.

a) Calculer P(T = n), pour n € N. La variable T" admet-elle une espérance ?
)

b) En remarquant que —L— =L — L _cajculer P(T > 0).

nn+1) n n+l’
4. On pose pour tout w € 2,Y (w) = Xr(,)(w).
a) Calculer pour (n,z) e Nx R, P([T =n|N[Y < z]).
b) Comment en déduirait-on la fonction de répartition de Y 7

18



Si X est un ensemble, on note P(X) ’ensemble des parties de X et pour tout
entier naturel k, Pr(X) désigne ’ensemble des parties de X a k éléments.
Dans tout ’exercice, n est un entier naturel non nul et E,, désigne ’ensemble
{1,2,...,n}.
1. Soient a et b deux entiers tels que 1 < a <net 1l <b<n.On tire au
hasard une partie A dans P,(E,) et une partie B dans Py(E,). On note X
la variable aléatoire égale au nombre d’éléments de AN B et Y la variable
aléatoire égale au nombre d’éléments de A U B.
a) Dans le cas particulier ou n = 7,a = 4,b = 2, déterminer la loi de X.
b) Dans le cas général, calculer ’espérance des variables X et Y.

c¢) Sous la contrainte a + b = n, quels sont les couples (a,b) pour lesquels
I’espérance de X est maximale ?
2. On tire au hasard une partie C' dans P(E,,), puis on tire au hasard une
partie D dans P(C). On note Z la variable aléatoire égale au cardinal de D.
Déterminer la loi de Z et son espérance.

19



Soit m et n deux entiers naturels non nuls. On dispose d’une urne contenant
m jetons blancs numérotés de 1 & m et n jetons noirs numérotés de 1 a n.

1. On tire successivement et sans remise les m+n jetons de 'urne. On appelle
X le rang d’apparition du premier jeton portant le numéro 1 et Y le rang
d’apparition du premier jeton blanc.

a) Déterminer la plus grande valeur notée « (respectivement (3) prise par
la variable aléatoire X (respectivement Y').

b) Calculer P([X = a]N[Y = 3]).

c) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur m et n pour
que les variables aléatoires X et Y soient indépendantes.

2. On effectue maintenant une succession de tirages avec remise dans cette
urne. On note encore X le rang d’apparition du premier jeton numéroté 1 et
Y celui du premier jeton blanc. Donner une condition nécessaire et suffisante
sur m et n pour que X et Y soient indépendantes.

20



Soit (2,4, P) un espace probabilisé. On dit qu’une variable aléatoire X
définie sur Q suit une loi de Pascal de parametres n et p si X(Q) =
{n,n+1,...... } et si pour k > n,

PIX =k =0C"[p"¢d" ", (0<p<l,g=1-—petneN).

Soient 11,75, ...,T,, n variables aléatoires indépendantes suivant la méme
loi géométrique de parameétre p.
Pour tout k € {1,2,...,n} on pose Sy, =Ty + T + -+ + T.

1. Montrer que si S, _; suit la loi de Pascal de parametres n — 1 et p, S, suit
la loi de Pascal de parametres n et p. Conclure.
2. Déterminer P[T),, = 1] et pour tout s > n, P[T, =1/S, =s], (n > 2).
+00 1
3. En déduire que pour tout n > 2 et tout ¢ € 0, 1], Z C’g__fq“” =—,
— p
+oo s=n 1
puis que pour tout n € N et tout ¢ € ]0, 1], Z Clg° "= A=t

sS=n

4. On suppose p inconnu. Montrer que P, = ST,L — 11 est un estimateur sans
biais de p.

(n—1)°
(Sn —1)(S,—2)

5. En utilisant la question 3, calculer ’espérance de la variable

(avec n > 3).

En déduire que lim V(P,) =0, ou V(P,) désigne la variance de P,.
n—o0
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Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire définie sur
2 a valeurs dans N. Pour k& € N, on note p,, = P(X = k) et Q = P(X > k).

o0
1. Montrer que la série ®(x) = Zpk.mk converge pour tout € [—1,1] et
k=0

o0
que la série ¥(z) = Z Qr.z" converge pour tout z € |—1,1[.
k=0

2. Que vaut Qr—1 — Q ? Pour tout n € N, calculer (1 — z) ZQ’“ zF. En
k=0

déduire que :

1-@

Veel-L1)  u() =120

A quelle condition peut-on prolonger par continuité la fonction ¥ en 17
3. On suppose que X admet une espérance et on admet que 1’on peut dériver

terme a terme la série de somme ®(x) pour tout z € [—1, 1], c’est-a-dire que
pour tout = € [—1,1] :

+oo
d'(z) = Z kpy.xht

k=1
Montrer qu’alors : E(X) = ®'(1) = ¥(1).
4. On effectue des lancers successifs et indépendants d’une piece donnant pile
(P) avec la probabilité p € 10,1[ et face (F') avec la probabilité ¢ =1 — p.
Soit T la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour
obtenir pour la premiére fois pile suivi immédiatement de face (T = k si

et seulement si on obtient pile au (k — 1)-iéme lancer, face au k-iéme lancer
et que ’on n’a jamais obtenu PF lors des lancers précédents).

On pose pr = P(T = k). Calculer py pour k < 4.
Montrer que l'on a :
VE>2)  pr=pd" " +por

Déterminer la fonction ® associée & la variable T et en déduire 1’espérance
de T'.
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Soit (2, A, P) un espace probabilisé. On considére :

e une variable aléatoire N définie sur (2, A, P) qui suit une loi de Poisson
de parametre A > 0.

e deux variables aléatoires A et B indépendantes, définies sur (2, A, P),
telles que pour tout n € N, les lois conditionnées A|(N = n) et B|(N = n)
sont des lois binomiales de parametres (n + 1, p).

Pour tout w € 2, on consideére le polynéme P, défini par :
P (X) = A(w) XN+ _ B(w)x N 41
1. Quelle est la loi du coefficient A 7

2. Quelle est la loi du degré de P, ? (on distinguera le cas ou P, est le
polyndme identiquement nul, pour lequel on pose alors que le degré est —oo,
et le cas ou P, est de degré 0).

3. Quelle est la probabilité que 1 soit racine au moins double de P, (X)?
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On considére une variable aléatoire & densité X définie sur un espace
probabilisé (2, A, P). Soit f une densité de X et F sa fonction de répartition.

On suppose qu’il existe un réel a tel que f soit identiquement nulle sur
lintervalle | — 0o, a[ et continue sur [a, +oo[. On suppose également que X
admet une espérance notée E(X).

+oo
1. Montrer que, lorsque z tend vers 400, / f(t) dt est négligeable devant
1 T

E-
2. En effectuant une intégration par parties, montrer que 'intégrale

/ +°° ( / +°° f(t)dt) dz

converge, et vaut E(X) — a.

3. Le résultat de la question précédente subsiste-t-il si on suppose seulement
f continue sur |a, +oo[ ?

4. Soient deux réels b et 7 tels que b > 0 et 7 > 0.
+o00 +oo '
Montrer que l'intégrale / ( / eFtTldt> dx converge et calculer sa
0 T

valeur.

5.a) Soit f la fonction définie sur R par :

f:m,_>{cz.e_””2 siz >0
0 siz <0

Déterminer a pour que f représente la densité d’une variable aléatoire.

+o0 +o0 5
b) Montrer que l'intégrale / < / et dt> dx converge et calculer sa
0 z

valeur.

24



On consideére deux variables aléatoires a densité X et Y, indépendantes,
définies sur le méme espace probabilisé; X suit une loi exponentielle de
parametre a, Y suit une loi exponentielle de parameétre b, ot a et b sont
deux nombres réels strictement positifs donnés.

On définit les variables aléatoires : T = min(X,Y),U = max(X,Y),Z =
U-T.
(N.B : dans chacune des questions, on prétera attention au cas ot a = b).

1. Déterminer une densité de la variable aléatoire D définie par D = X — Y.
2. Exprimer Z en fonction de X et de Y, et déterminer une densité de Z.
3. Calculer ’espérance et la variance de Z.

4. Pour n entier positif, exprimer le moment d’ordre n de Z :
a) en fonction des moments d’ordre n de X et de Y,
b) en fonction de n,a,b.
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Le plan est rapporté & un repere orthonormé (0,7, 7).

Lors d’une épreuve de tir & I’arc, un concurrent dispose de n fleches, n > 1
fixé ; son objectif est d’envoyer chacune de ses n fleches le plus prés possible
du point O.

Pour chaque fleche décochée f;,1 < i < n, on suppose que ’abscisse X;
et lordonnée Y; du point d’impact de f;, sont deux variables aléatoires
indépendantes, toutes deux de loi normale d’espérance nulle et d’écart-type
o (exprimé dans 'unité commune du repére), o étant un parametre réel
inconnu.

1. On note D; la distance aléatoire du point d’impact de la fleche f; a O.

Déterminer une densité de D; (on pourra reconnaitre les variables aléatoires
2 2

2
2. Calculer I'espérance et la variance de D; ; en déduire une fonction simple
D; de D; telle que E(D;) = o (E désignant 'opérateur espérance).

o o2

3. On suppose que les variables aléatoires (D;)i<i<n sont mutuellement
indépendantes. On s’intéresse a la distance aléatoire D de la meilleure fleche
décochée par I’archer — au sens de la plus proche de O — parmi les n.

a) Exprimer D en fonction des variables aléatoires D;, 1 < i < n.

b) Déterminer la loi de D (on précisera la fonction de répartition et une
densité).

c¢) Calculer I'espérance et la variance de D ; en déduire un estimateur sans
biais D' de o, fonction simple de D ; est-il convergent ? (justifier le bien-fondé
de ce dernier résultat).

d) Proposer un estimateur de o de meilleure qualité que celui précédem-
ment rencontré.
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L’engouement du public pour un jeu de foire, permettant de gagner des lots
divers et variés, est tel qu’il est nécessaire d’en présélectionner les candidats.
On organise donc une suite d’épreuves de sélection, chaque épreuve réunissant
n candidats, n > 1 étant fixé, toutes basées sur le méme principe.

A chaque épreuve :

e un nombre réel mystere a est déterminé au hasard par la fonction
Random d’un calculateur électronique (a est donc la réalisation d’une
variable aléatoire de densité uniforme sur l'intervalle[0, 1], et a est susceptible
de changer d’une épreuve a l’autre, mais est une constante pour une épreuve
donnée).

e chacun des n candidats est alors invité a proposer son évaluation de a, en
inscrivant, en secret et indépendamment des autres, sa réponse sur papier.

e sera alors sélectionné pour le jeu celui des n candidats dont la réponse
sera la plus proche de a (par valeur supérieure ou inférieure).

On fait les hypotheses suivantes :

e la réponse du candidat 7, pour 1 < i < n, est une variable aléatoire, notée
X, & densité, de loi uniforme sur [0, 1].

e les variables aléatoires X1, Xo, ..., X, sont mutuellement indépendantes.
On admet que chaque épreuve de sélection ne fournit qu’un seul gagnant.
On s’intéresse & la variable aléatoire Z,, mesurant ’erreur aléatoire d’évaluation
de a par le gagnant d’une épreuve de sélection.

1. Exprimer Z, en fonction des variables aléatoires X;, (1 < i < n) et de a.
Préciser Z,(Q).

2. Le calculateur fournit la valeur a = 1.

a) Déterminer la fonction de répartition de Z; ; en déduire une densité de
Zy.

b) Calculer ’espérance et la variance de Z;.

3. On revient au cas général ol a est une valeur quelconque de lintervalle
[0,1] .

a) Déterminer la fonction de répartition de Z, (on distinguera deux cas en
comparant a & 1/2).

b) En déduire une densité de Z,.

4. En plus d’étre ’heureux élu, le candidat sélectionné gagne, en cadeau de
bienvenue, la somme 1—Z7,, exprimée en milliers d’Euros. Calculer ’espérance
de gain, a l’issue de cette phase de sélection, du vainqueur d’une épreuve.
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Pour p entier naturel non nul, on considére p+ 1 urnes notées Uy, Uy, . .., U,.
Dans chaque urne il y a p boules indiscernables au toucher; pour tout
i € [0, p], 'urne numéro i, contient ¢ boules blanches, les autres boules étant
noires.

On choisit une urne au hasard et dans l'urne choisie, on effectue n tirages
avec remise d’une boule (n € N*). On note N, la variable aléatoire égale au
nombre de boules blanches ainsi obtenues.

1. Exprimer la loi de N,
2. Déterminer I'espérance E(N,) de N,.

3. L’entier n étant fixé, montrer que, pour tout entier k de [0,n] :
1
lim P(N, =k) = 07’;/ zh(1 — 2)" * dx,
p—0o0 0
En déduire la valeur de cette limite.
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Un rat de laboratoire est soumis & ’expérience suivante : il est enfermé dans
une cage comportant quatre portes derriere chacune desquelles se trouve un
beau morceau de gruyere. Trois des quatre portes sont munies d’un dispositif
envoyant a l’animal une décharge électrique s’il essaie de les franchir. La
quatrieme laisse le passage libre.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’essais effectués par le rat
jusqu’a ce qu’il trouve la bonne porte.

Déterminer la loi de X , son espérance et sa variance dans chacun des cas
suivants :

1) Le rat n’a aucune mémoire : il recommence ses tentatives sans tenir compte
des échecs passés.

2) Le rat a une mémoire immédiate : il ne tient compte que de I’échec qui
précede immédiatement sa nouvelle tentative.

3) Le rat a une bonne mémoire : il élimine les portes ou il a échoué.
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Soit n un entier naturel non nul. Tous les tableaux envisagés (type tab) sont
des permutations de [1,n].
On considere la fonction T' définie en Turbo-Pascal par :
Function T'(a : tab) : integer ;
var i : integer ;
begin

i=1;

while (afi] <>1) and (i <n+1) do

=1i+1;

T:=1i
end ;
1. Expliquer ce qu’est la fonction 7T'.

On considere cette fonction comme une variable aléatoire sur ’univers S,, des
permutations de [1,n] muni de I’équiprobabilité.

r AT
2. Soit r € [1,n]. Montrer que P(T <r) = 3 (-1)’%1ch_

!
=1 n!
En déduire la valeur de P(T =n + 1).

3. a) Exprimer E(T) en fonction de n et des nombres P(T < r), avec
2<r<n.

b) Etablir, pour k < n, la relation : Z Ck = C’kﬁ

c) En déduire que : E(T) = (n + 1) iﬂ (](c +)1k)

k
d) Donner un équivalent simple de E(T"), lorsque n tend vers ’infini.
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Soit (X,)n,>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé, indépendantes et suivant la méme loi exponentielle de parametre
n
1. On pose, pourn > 1, Y, = > X .
k=1
1. Rappeler ’expression d’une densité f, de Y, ainsi que 1’espérance et la
variance de Y.

2. On note Y’ la variable aléatoire centrée réduite associée a Y,.

a) Déterminer une densité ¢, de Y, .
. ; __1
b) Montrer que : Vo € R, nli>nolo pn(z) = me

(On admettra la formule de Stirling : n!  ~ n"e "v/2mn).

(n—o0)
’ T Leba
¢) Montre e:VxreR lim tdt:/ ——e 2dt.
) ntrer qu im /_OOSOn( ) Vo
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Soit T une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite et a un
nombre réel strictement positif. On pose X = |T| + a, ou |T| est la valeur
absolue de T'.

1. Déterminer la fonction de répartition F' de X, en fonction de celle ® de T'.
2. En déduire une densité f, de X.

3. Montrer que X admet des moments de tous ordres. Donner les valeurs de
I’espérance et de la variance de X.
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Soit n un entier naturel, supérieur ou égal & 2. Si (z1,x2,...,T,) est un

n-uplet de réels, on appelle réarrangement de (z1,xs,...,z,) le n-uplet
(Z1,%3,...,%,) tel que :

*xT] <T3<...<Ty;

* il existe une permutation o de {1,2,...,n} telle que pour tout i,z; =
a:(,(i) .
On notera (Z1,73,...,%,) = R(x1,22,...,2,).
Soit n variables aléatoires X1, X5, ..., X, définies sur un espace probabilisé

(Q, A, P) a valeurs réelles, indépendantes et de méme loi.
On s’intéresse aux n variables aléatoires rangées
(X1,Xs,...,X,) =R(X1,Xs,..., X,)
définies pour tout w € 2, par :
(X1 (@), Xa(w), -, Xn(@)) = R(X1 (@), Xa(w), - .., Xn(w))

1. Soit r € {1,2,...,n} et € R fixés.

a) Exprimer I’événement ()/(\,, < z) en fonction des événements ()/(: <)
ou de leurs complémentaires, ¢ décrivant [1,n].

b) En déduire 'expression de la fonction de répartition F). de )/(\T en fonction
de la fonction de répartition F' des variables aléatoires Xj.

2. On suppose que F' admet une dérivée continue f. Montrer qu'une densité
de X, est donnée par :

fole) =nCiz (F(x) (1~ F(2)" " f()

3. On suppose que la loi commune des variables aléatoires X; est la loi
uniforme sur [0, 1]. Dans le cas ou n = 2p + 1, calculer une densité de la
variable aléatoire médiane X4 et son espérance.
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Soient X et Y deux variables aléatoires & densité, indépendantes, de densités
respectives f et g nulles hors de l'intervalle [0, 1].

1. a) Déterminer une densité de 1 — Y.
b) Déterminer une densité de In X.

¢) Montrer qu'une densité de Z = X (1 —Y") est nulle hors de [0,1] et est
définie sur 'intervalle ]0, 1] par :

mH/Jrlf(%)g(l—t)%

(on pourra commencer par déterminer une densité de In Z = In X +In(1-Y")).

2. Soient (X,)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace
probabilisé (2, A, P), indépendantes, de méme loi & valeurs dans [0, 1].
n+1 n
A tout w € Q, on associe 'intervalle [H Xi(w), ] Xi(w)| de longueur
i=1 i=1
L, (w).
Montrer que pour tout n > 1, L, = X1.Y,, ou Y,, est une variable aléatoire
de méme loi que L,_; et indépendante de Xj.
3. On suppose que les variables (X,) suivent la loi uniforme sur [0,1].
Déterminer la loi de L,, ainsi que son espérance.
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Soient (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles positives ou nulles,
définies sur un espace probabilisé (2, A, P), indépendantes et de méme loi.
On lui associe la suite (S,,) de variables aléatoires définie par :

n
50:0, Vn>1,5n:ZXk
k=1
Pour tout n > 0, on note F}, la fonction de répartition de la variable aléatoire
Shn-
1. Montrer que pour tout a > 0, la suite (Fn(a))n>0 est décroissante.

2. On définit, pour tout a > 0, une variable aléatoire N, sur (2, A, P) par :

card({n | Sp(w) € [0,a]}) si ce cardinal est fini
-1 sinon

Montrer que pour tout n > 1: P(N, =n) = F,,_;(a) — F,(a).

En déduire que P(N, = —1) = 0 si et seulement si TL]LII;Q F.(a) = 0.

pour tout w € , Ny(w) = {

3. Soit (an)n>0 une suite décroissante de réels, avec ag = 1.

a) Montrer que si la série Y n.a,, est convergente, il en est de méme des
séries Y a, et > n(a,—1 —ay) et que l'on a alors :

o0 o0
D nan-1 —an) =) an
n=1 n=0

b) On suppose que la série Y n.F,(a) est convergente.
Montrer que P(N, = —1) = 0.

oo
Montrer que l'espérance E(N,) existe et vaut Z F,(a).

n=0
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Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires discrétes définies sur un espace
probabilisé (€2, 4, P), indépendantes et de méme loi & valeurs dans RT. On
lui associe la suite (S,) de variables aléatoires définie par :

So=0, et¥Vn>1, S,=> X;
k=1

1. On note Y;,, = e™= et ¢ = E(e~X1), ou E(T) désigne I’espérance de la
variable aléatoire 7'
a) Vérifier que {w € Q| Sy (w) <t} ={w e Q| V,(w) > et}
b) En écrivant la définition de E(Y},), montrer que, pour tout ¢ > 0 :
P(S, <t) <el.q"
On suppose désormais que g < 1.

2. a) Soit w € . Montrer que la suite (Sn(w))neN
seulement si il existe un entier k tel que pour tout entier n, S,(w) < k. En
déduire que :

{we Q] lim S,(w) existe } = [ MN{w e Q] Sulw) < k}]
keEN neN

est convergente si et

b) Montrer que pour tout ¢ > 0 :

P(ﬂ{weQ|Sn(w)§t}):0

neN
c) En déduire la probabilité P({w € Q| lim S,(w) existe })
n—o0
3. Soit w € Q tel que 1i_>m Sn(w) = 00. Soit t € RT. On définit p:(w) par la
n—oo
condition :
Spi(w)—1(w) <t <8y, w)(w), avec la convention : S_;(w) =0

a) Soit F), la fonction de répartition de S,,. Montrer que pour tout ¢ > 0,
la série > F),(t) est convergente.

b) Montrer que p; est une variable aléatoire discrete et que :

E(u) =) Fi(t)
k=0
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