
Soit f une fonction d�e�nie, continue et strictement positive sur [0;+1[ telle

que

Z +1

0

f(x)dx = 1.

On consid�ere une variable al�eatoire r�eelle X de densit�e ' d�e�nie par :

'(x) =

�
0 pour x < 0
f(x) pour x � 0

On suppose que X admet une esp�erance E(X). On note F la fonction de
r�epartition de X et on pose :

8x 2 R+ ; Q(x) = 1

E(X)

Z x

0

tf(t)dt

1. On �etudie dans cette question le cas particulier o�u X suit la loi exponen-
tielle de param�etre � > 0.

a) D�eterminer F et Q.

b) D�eterminer une application C de [0; 1] dans lui{même telle que Q = C �F .
c) Dresser le tableau de variations de C. D�eterminer un r�eel t0 tel que
C 0(t0) = 1, puis un r�eel x0 tel que F (x0) = t0.

2. On revient maintenant au cas g�en�eral.

a) Montrer que Q est d�e�nie sur R+ .
D�eterminer une application C de [0; 1] dans lui{même telle que Q = C � F .
Dresser le tableau de variations de C. D�eterminer un r�eel t0 tel que C

0(t0) = 1,
puis un r�eel x0 tel que F (x0) = t0.

b) Montrer que :

Z 1

0

C(x)dx =

Z +1

0

Q(x)f(x)dx.



Soit (X;Y ) un couple de variables al�eatoires ind�ependantes, d�e�nies sur le
même espace probabilis�e et suivant la loi uniforme sur An = f�n;�n +
1; : : : ; n� 1; ng.

1. D�eterminer la loi de S = X + Y .

2. D�eterminer la fonction de r�epartition F de jSj (valeur absolue de S).

La suite de l'exercice consiste �a donner une expression int�egrale de F . Pour
cela, on notera Nk le nombre de couples (x; y) 2 A2

n
tels que x+ y = k.

3.a) Exprimer en fonction de Nk le coe�cient de zk dans le d�eveloppement
de : �

1

zn
+

1

zn�1
+ � � �+ 1

z
+ 1 + z + � � �+ zn

�2

b) On pose z = eit; t 2 [��;�[. Pour t 6= 0, exprimer

nX
k=�n

zk sous la forme

sin(pnt=2)

sin t=2
, o�u pn est un entier que l'on d�eterminera en fonction de n. Que

trouve-t-on pour t = 0 ?

4. On admettra que :

8(a; b) 2 R2 ; 8� 2 R� ;
Z

b

a

ei�tdt =
1

i�

�
ei�b � ei�a

�
Montrer que :

8k 2 An; Nk =
1

2�

Z +�

��

 
2nX

p=�2n

Npe
ipt

!
e�iktdt

5. a) Pour k 2 f0; : : : ; 2ng, on appelle Mk le nombre de couples (x; y) 2 A2
n

tels que �k � x+ y � k:
Etablir la formule :

Mk = c

Z
�=2

0

sin2((2n+ 1)u) sin(2k + 1)u

sin3 u
du

o�u c est une constante �a d�eterminer.

b) En d�eduire une expression de F (k) sous forme int�egrale.
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Une urne contient b boules blanches, n boules noires, r boules rouges ; b et n
sont des entiers naturels non nuls, r est un entier naturel.
Un joueur tire une boule. Si elle est blanche, il gagne ; si elle est noire, il
perd ; si elle est rouge, il la met de côt�e et e�ectue un autre tirage (avant le
second tirage, l'urne contient donc r � 1 boules rouges).
Dans ce cas, si la boule est blanche, il gagne ; si elle est noire, il perd ; si elle
est rouge, il la met de côt�e et e�ectue un autre tirage, etc.
La partie s'ach�eve lorsque le joueur a gagn�e ou perdu.

1. On note Bi (resp Ni; Ri) l'�ev�enement : hh le joueur tire une boule blanche
(resp une boule noire, une boule rouge) au i-�eme coup. ii

On note Gr l'�ev�enement : hh le joueur gagne en commenant ses tirages dans
une urne contenant r boules rouges ii.

a) Calculer les probabilit�es p(G0) et p(G1):

b) Trouver une relation entre p(Gr) et p(Gr�1).

c) Calculer p(Gr).

2. Soit Xr la variable al�eatoire �egale au nombre de tirages n�ecessaires pour
qu'une partie s'ach�eve, l'urne contenant au d�epart r boules rouges.

a) Calculer les esp�erances E(X0); E(X1); E(X2).

b) Trouver une relation entre p(Xr = k) et p(Xr�1 = k � 1) (pour r � 1 et
k � 2), puis entre E(Xr) et E(Xr�1).

c) En d�eduire E(Xr).

3



On suppose que l'on sait tirer des nombres al�eatoires uniform�ement r�epartis
sur l'intervalle [0; 1], c'est-�a-dire que l'on a une variable al�eatoire X de loi
uniforme sur [0; 1].

Donner une m�ethode de tirage de nombres al�eatoires r�epartis suivant une
loi de probabilit�e (pn)n donn�ee, c'est-�a-dire montrer comment d�e�nir une
variable al�eatoire Y �a valeurs dans N telle que pour tout n 2 N; P (Y = n) =
pn (on pourra penser �a d�e�nir la fonction de r�epartition de Y ).
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Dans cet exercice, on admettra les propri�et�es suivantes :

� soient
P

un et
P

vn deux s�eries �a termes positifs convergentes de sommes

respectives U et V . La s�erie de terme g�en�eral wn =
nP
i=0

uivn�i (s�erie produit)

est convergente et a pour somme W = UV .

� si de plus, la s�erie de terme g�en�eral wnt
n est convergente pour tout t 2 [0; 1[,

alors la fonction t 7!
+1P
k=0

wnt
n est deux fois d�erivable sur cet intervalle, les

fonctions d�eriv�ees seconde et premi�ere �etant obtenues en d�erivant terme �a

terme la somme
+1P
k=0

wnt
n.

On e�ectue une suite de lancers ind�ependants d'une pi�ece de monnaie
donnant pile (P) avec la probabilit�e � et face (F) avec la probabilit�e � = 1��.
(� 2]0; 1[).
On s'int�eresse �a l'apparition de deux piles cons�ecutifs. On note Sk l'�ev�enement
hhdeux piles cons�ecutifs sont apparus au (k � 1)-i�eme et au k-i�eme tirage. ii

Chaque pile ne peut servir qu'�a une seule s�erie de deux piles cons�ecutifs.

Ainsi, dans la succession F P F P P P P, seuls sont r�ealis�es les �ev�enements
S5 et S7 et non S6.

On noteGk l'�ev�enement hhdeux piles cons�ecutifs sont apparus pour la premi�ere
fois au (k � 1)-i�eme et au k-i�eme tirage. ii

1. On pose ak = p(Sk) (probabilit�e de l'�ev�enement Sk). Soit Pk l'�ev�enement
hhon obtient pile au k-i�eme tirage. ii En �ecrivant que Pk�1 \ Pk � Sk�1 [ Sk,
montrer que pour tout k > 2; �2 = ak + � ak�1.

En d�eduire la valeur de ak pour tout k > 2.

2. On pose bk = p(Gk) (probabilit�e de l'�ev�enement Gk) et b0 = b1 = a0 =
a1 = 0.

Montrer que pour tout k > 2, ak =
kP
i=0

aibk�i.

3. Montrer que la s�erie de terme g�en�eral akt
k est convergente pour tout t de

[0; 1[ et calculer sa somme F (t).

Montrer de même que la s�erie de terme g�en�eral bkt
k est convergente et

exprimer sa somme H en fonction de F . Expliciter H(t) pour t 2 [0; 1[

4. Montrer que H admet une limite lorsque t tend vers 1�.

Montrer que la suite (bk)k�0 permet de d�e�nir la loi d'une variable al�eatoire
X �a valeurs dans N.
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5. En admettant que H(1) = lim
t!1�

H(t), que H 0(1) = lim
t!1�

H 0(t) et que

H 00(1) = lim
t!1�

H 00(t), montrer que X admet une esp�erance et une variance.
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Soit f la fonction d�e�nie sur R par f(t) = exp(t� et).

1. a) Etudier la convergence de l'int�egrale

Z +1

�1

f(t)dt.

b) Montrer que f est la densit�e d'une variable al�eatoire X .

2. Montrer queX admet des moments de tous ordres et que le moment d'ordre

k est donn�e par la formule mk =

Z +1

0

(ln(u))ke�udu.

3. a) Soit u un r�eel srictement positif. Calculer lim
n!+1

�
1� u

n

�n
.

b) Soit n un entier naturel non nul. Pour tout k 2 N, on pose :

Ik =

Z n

0

ln(u)
�
1� u

n

�k
du.

En �ecrivant
�
1� u

n

�k
sous la forme

�
1� u

n

��
1� u

n

�k�1
, v�eri�er la relation :

Ik = Ik�1 +

Z n

0

(u ln(u))

�
� 1

n

��
1� u

n

�k�1
du

c) On pose Jk = (k + 1)Ik. Trouver une relation de r�ecurrence entre Jk et
Jk�1. (On pourra faire une int�egration par parties).

En d�eduire Jk pour tout entier k 6 n, puis In.

d) On rappelle que la suite de terme g�en�eral un =

nX
k=1

1

k
� ln(n) est

convergente. On appelle  sa limite.

En admettant que m1 = lim
n!+1

Z n

0

ln(u)
�
1� u

n

�n
, montrer que E(X) = �

NB : La loi suivie par X est appel�ee loi de Gumbel.
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1. Une urne contient des boules noires et des boules blanches dans les
proportions p et q = 1� p respectivement, avec p 2]0; 1[.
On e�ectue n tirages successifs d'une boule avec remise dans cette urne. Soit
(n1; n2) un couple d'entiers tels que n1 + n2 = n.
Quelle est la probabilit�e d'obtenir n1 boules blanches (et donc n2 boules
noires) ?

Soit F (p) cette probabilit�e. Pour quelle(s) valeur(s) de p cette probabilit�e
est-elle maximale ? On pourra poser H(p) = ln(F (p)).

2. On e�ectue dans cette question n tirages successifs d'une boule avec remise
dans une urne contenant des boules indiscernables au toucher de k couleurs
di��erentes.
Pour i 2 f1; � � � ; kg, la proportion initiale de boules de couleur i dans l'urne

est pi o�u pi 2]0; 1[. (avec
kX
i=1

pi = 1).

Soit (n1; n2; � � � ; nk) un k-uplet d'entiers strictement positifs dont la somme
est �egale �a n.

a) Quelle est la probabilit�e d'obtenir la r�epartition (n1; n2; � � � ; nk) en n
tirages ? (c'est-�a-dire n1 boules de couleur 1, n2 de couleur 2, etc.)
On notera F (p1; p2; � � � ; pk) cette probabilit�e.
b) On cherche s'il existe des valeurs du k-uplet (p1; p2; � � � ; pk) pour lesquelles
cette probabilit�e est maximale.
On pose H = ln(F ). D�eterminer un point candidat �a l'optimisation de H

sous la contrainte

kX
i=1

pi = 1.

c) Si au moins l'un des nombres p1; : : : ; pk est nul, on pose F (p1; : : : ; pk) = 0.

Montrer que la fonction F ainsi prolong�ee sur [0; 1]k \ f
kP
i=1

pi = 1g admet un

maximum et que ce maximum est obtenu en un point de l'ouvert ]0; 1[k.

d) Conclure.
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Soit � un r�eel strictement positif. Soit (Xi)i2N� une suite de variables
al�eatoires ind�ependantes. On suppose que pour tout i 2 N

� la variable Xi

suit la loi exponentielle de param�etre i�.

On note Sn =

nX
i=1

Xi et fn la densit�e de Sn nulle sur R�� et continue sur

R
+ .

1. a) D�eterminer f2.

b) Montrer que pour tout n 2 N� et tout x > 0, fn(x) = n�e��x(1�e��x)n�1

c) Que vaut l'esp�erance E(Sn) de Sn ? Donner un �equivalent de cette
esp�erance quand n tend vers l'in�ni.

d) Calculer la variance de Sn et montrer qu'elle admet une limite �nie quand
n tend vers l'in�ni.

2. a) D�eterminer la fonction de r�epartition Fn de Sn.

b) On pose Tn =
Sn

n
. D�eterminer la fonction de r�epartition Hn de Tn.

c) Etudier pour tout x r�eel la limite de la suite (Hn(x))n.
Quelle est la limite en loi de la suite (Tn) ?

d) D�eterminer lim
n!1

E(Tn) et lim
n!1

V (Tn).
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Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2.
On consid�ere l'ensemble E des suites r�eelles v�eri�ant la relation de r�ecurrence
:

R : 8 k 2 N� ; kuk+1 � nuk + (n� k)uk�1 = 0
1.a) V�eri�er que E est un espace vectoriel sur R.

b) On consid�ere l'application � de E dans R2 qui �a toute suite u 2 E associe
le couple (u0; u1). Montrer que � est lin�eaire et injective.

c) Montrer que toute suite de E est constante �a partir du rang n.

d) V�eri�er que tout suite constante est �el�ement de E.

e) On consid�ere la suite (an) d�e�nie par a0 = 0 et 8i 2 N
� ; ai =

i�1X
k=0

Ck

n�1,

avec la convention Ck
n = 0 pour k > n.

Montrer que (an) est �el�ement de E. En d�eduire la dimension de E et la forme
g�en�erale des suites de E.

2. Un point P se d�eplace sur un axe gradu�e de 0 jusqu'�a n par unit�e de temps
et par sauts de longueur 1.

Ses d�eplacements sont d�etermin�es par les r�egles suivantes :
� si �a l'instant k � 1, P se trouve en 0 ou en n, il y reste d�e�nitivement.
� si �a l'instant k, il se trouve en i pour i 2 f1; � � � ; n� 1g, il se trouvera au

temps k+1 en i+1 avec la probabilit�e
i

n
ou bien en i� 1 avec la probabilit�e

n� i

n
.

� le point se trouve en t = 0 en 0 et il se trouve au temps t = 1 en 1.

On cherche �a d�eterminer la probabilit�e que le point arrive en n.

On appelleG l'�ev�enement : hhP arrive en n ii, et on noteXk la variable al�eatoire
�egale �a l'abscisse du point au temps k.

Pour i 2 f0; � � � ; ng, on pose pk
i
= p(G j Xk = i) (probabilit�e que le point

arrive en n sachant qu'au temps k il se trouve en i).
On admettra que l'�ev�enement hh le point arrive en n �a un instant quelconque ii

est ind�ependant du moment o�u il se trouve en i, c'est-�a-dire que pk
i
ne d�epend

pas de k. On pose alors pk
i
= pi.

D�eterminer la probabilit�e qu'il arrive en n.
(On raisonnera �a partir de la suite (pi) d�e�nie par ce qui pr�ec�ede et pk = 1
pour k > n).
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1. V�eri�er que les polynômes 1; X; X(X � 1); X(X � 1)(X � 2) forment
une base de R3 (X). Ecrire la d�ecomposition des polynômes X2; X3 sur cette
base.

2. Soit T une variable al�eatoire suivant une loi de Poisson de param�etre � > 0.
Pour i 2 N� , on note mi le moment d'ordre i de cette variable.
D�eterminer mi pour i = 1; 2; 3.

3. Soient T1; T2; � � � ; Tn des variables al�eatoires ind�ependantes de même loi

que T . On cherche �a estimer le param�etre inconnu �.

a) Quelle est la loi suivie par

nX
k=1

Tk ? Montrer que Mn =
1

n

nX
k=1

Tk est un

estimateur sans biais de �.

b) Pr�eciser E(T 2
k
); E(M2

n
) et E(TkMn) pour k dans f1; : : : ; ng.

On pose Vn =
1

n

nX
k=1

[Ti �Mn]
2.

Est-ce que Vn est un estimateur sans biais de � ?

Proposer un estimateur Wn sans biais de � obtenu �a l'aide de Vn.

4. On montrerait �a l'aide des r�esultats des premi�eres questions que la variance

de Wn est �egale �a
n

(n� 1)2
�(1 + 2�).

EntreMn et Wn quel est le meilleur estimateur, c'est-�a-dire celui de variance
minimum ?
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On e�ectue une succession ind�e�nie de lancers ind�ependants avec une pi�ece
donnant Pile avec la probabilit�e p 2 ]0; 1[ et Face avec la probabilit�e (1� p).
On dit que la premi�ere s�erie est de longueur L1 = n > 1 si les n premiers
lancers ont amen�e le même côt�e de la pi�ece et le (n+ 1)-i�eme, l'autre.
On d�e�nit de même la longueur L2 de la 2-ieme s�erie.

1. D�eterminer la loi de L1 et son esp�erance. Pour quelle valeur de p, E(L1)
est-elle minimum ?

2. Donner la loi du couple (L1; L2).

3. D�eterminer la loi de L2, son esp�erance et sa variance.

4. L1 et L2 sont-elles ind�ependantes ?

On admet l'existence de la covariance de L1 et L2. Son signe est-il pr�evisible ?
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Soit X une variable al�eatoire admettant une densit�e strictement positive sur
R
+ et nulle sur R�

�
.

1. a) Montrer que sa fonction de r�epartition FX d�e�nit une bijection de R+

sur [0; 1[.

On note F�1
X

sa r�eciproque. Soit alors U une variable al�eatoire suivant la loi
uniforme sur [0; 1[.
b) Montrer que F�1

X
(U) suit la même loi que X .

c) D�eterminer F�1
X

quand X suit la loi exponentielle de param�etre � =
1

b
,

avec b > 0.

2. En Turbo-Pascal, la fonction random simule une variable suivant la
loi uniforme sur [0; 1[. Par exemple, si T est une variable de type real,
l'instruction T := random a�ecte �a T un r�eel de [0,1[ suivant la loi
uniforme sur cet intervalle.
On admettra que les appels successifs �a random sont ind�ependants.

D�e�nir en Pascal une fonction Gamma (b : real ; n : integer) simulant la
loi Gamma de param�etres b et n (b 2 R�+ , n 2 N� )
3. On consid�ere l'instruction T := (Gamma(1 , n) - n) / sqrt (n) o�u T

est une variable de type real. Quelle est son e�et lorsque n est "grand" ?
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Existe-t-il un r�eel a tel que l'on puisse d�e�nir une variable al�eatoire X �a
valeurs dans N, par :

8k 2 N; P (X = k) = (ak + 1)e�k ?
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Soient A, B, et C trois variables al�eatoires ind�ependantes d�e�nies sur un
espace probabilis�e (
;A; P ), suivant une même loi binomiale de param�etres
n et p.

Soit M la variable al�eatoire qui �a tout ! 2 
 associe la matrice M(!) d�e�nie
par :

M(!) =

0@A(!) B(!) C(!)
A(!) B(!) C(!)
A(!) B(!) C(!)

1A
1. Quelle est la probabilit�e que M soit inversible ?

2. Quelle est la probabilit�e que M soit nilpotente ? (une matrice X est dite
nilpotente s'il existe p > 0 tel que Xp = 0.)

3. Quelle est la probabilit�e que M soit la matrice d'un projecteur ?

4. Donner la loi, l'esp�erance et la variance du nombre de valeurs propres de
M . Quelle est la probabilit�e que M soit diagonalisable ?

5. Donner la loi, l'esp�erance et la variance de la plus grande des valeurs
propres.

6. On suppose p = 1=2.
a) Quelle est la probabilit�e qu'au moins une des colonnes de M soit �egale �a
la somme des deux autres ?
b) Quelle est la probabilit�e que toutes les valeurs propres de M soient des
entiers pairs ?
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On consid�ere 6 d�es, cinq �etant �equilibr�es. Le dernier est pip�e de mani�ere �a ce
que lorsqu'on lance ce d�e, chacun des chi�res apparâ�t avec une probabilit�e
proportionnelle �a ce chi�re.

1. Donner la loi, l'esp�erance et la variance de la variable al�eatoire �egale au
chi�re donn�e par le d�e truqu�e lorsqu'on le lance.

2. On e�ectue n tirages successifs et ind�ependants d'un d�e parmi les six.

Quelle est la loi suivie par la variable al�eatoire �egale au nombre de fois o�u est
tir�e le d�e truqu�e ?
Combien de tirages doit-on e�ectuer pour que la probabilit�e d'avoir obtenu
le d�e truqu�e parmi ceux tir�es soit au moins 1=2 ?

3. On e�ectue n tirages successifs sans remise d'un d�e parmi les six.

Quelle est la loi suivie par la variable al�eatoire �egale au nombre de fois o�u est
tir�e le d�e truqu�e ?
Combien de tirages doit-on e�ectuer pour que la probabilit�e d'avoir obtenu
le d�e truqu�e parmi ceux tir�es soit au moins 1=2 ?
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On consid�ere la fonction F d�e�nie sur R par :

F (x) =

8><>:
1� 5�x

2
si x > 0

5x

2
si x � 0

1. Montrer que F est la fonction de r�epartition d'une variable al�eatoire �a
densit�e qu'on nommera X , dont on donnera une densit�e et l'esp�erance si elle
existe.

2. Pour n entier naturel non nul, on note Yn la variable al�eatoire d�e�nie
comme la partie enti�ere de nX .
On rappelle que si x est un nombre r�eel, la partie enti�ere de x est le plus
grand entier relatif n tel que n � x < n+ 1.

a) D�eterminer la loi de Yn.

b) D�eterminer son esp�erance et sa variance si elles existent.
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On consid�ere une suite (Xn)n2N de variables al�eatoires r�eelles �a den-
sit�e, ind�ependantes, toutes de même loi, d�e�nies sur un espace probabilis�e
(
;B; P ). On note f une densit�e de ces variables al�eatoires et F leur fonction
de r�epartition.

1. a) Montrer qu'une densit�e g de la variable X1 �X0 est donn�ee par :

g : x 7!
Z +1

�1

f(t)f(t� x) dt.

b) Calculer P (X0 < X1) et P (X1 < X0).

Dans la suite de l'exercice, on admettra que si n 2 N
� , alors pour toute

permutation � de [[0; n]], on a :

P (X�(0) < X�(1) < � � � < X�(n)) = P (X0 < X1 < � � � < Xn)

et 8x 2 R,
P (X�(0) < X�(1) < � � � < X�(n) � x) = P (X0 < X1 < � � � < Xn � x)

2. Soit n 2 N� .
a) Calculer P (En) o�u En est l'�ev�enement :

hhIl existe deux indices distincts i, j de [[0; n]] tels que Xi = Xj
ii

b) Montrer que P (X0 < X1 < � � � < Xn) =
1

(n+ 1)!
.

c) Calculer P (X0 < X1 < � � � < Xn � x) en fonction de F (x).

3. Si ! 2 
, on note T (!) le plus petit indice n 2 N
� pour lequel

Xn(!) > X0(!) si un tel indice existe et T (!) = 0 sinon.

a) Calculer P (T = n), pour n 2 N. La variable T admet-elle une esp�erance ?

b) En remarquant que 1
n(n+ 1)

= 1
n
� 1
n+ 1

, calculer P (T > 0).

4. On pose pour tout ! 2 
; Y (!) = XT (!)(!).

a) Calculer pour (n; x) 2 N � R, P ([T = n] \ [Y � x]).

b) Comment en d�eduirait-on la fonction de r�epartition de Y ?
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Si X est un ensemble, on note P(X) l'ensemble des parties de X et pour tout
entier naturel k, Pk(X) d�esigne l'ensemble des parties de X �a k �el�ements.
Dans tout l'exercice, n est un entier naturel non nul et En d�esigne l'ensemble
f1; 2; : : : ; ng.
1. Soient a et b deux entiers tels que 1 � a � n et 1 � b � n. On tire au
hasard une partie A dans Pa(En) et une partie B dans Pb(En). On note X
la variable al�eatoire �egale au nombre d'�el�ements de A \ B et Y la variable
al�eatoire �egale au nombre d'�el�ements de A [B.
a) Dans le cas particulier o�u n = 7; a = 4; b = 2, d�eterminer la loi de X .

b) Dans le cas g�en�eral, calculer l'esp�erance des variables X et Y .

c) Sous la contrainte a + b = n, quels sont les couples (a; b) pour lesquels
l'esp�erance de X est maximale ?

2. On tire au hasard une partie C dans P(En), puis on tire au hasard une
partie D dans P(C). On note Z la variable al�eatoire �egale au cardinal de D.
D�eterminer la loi de Z et son esp�erance.
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Soit m et n deux entiers naturels non nuls. On dispose d'une urne contenant
m jetons blancs num�erot�es de 1 �a m et n jetons noirs num�erot�es de 1 �a n.

1. On tire successivement et sans remise lesm+n jetons de l'urne. On appelle
X le rang d'apparition du premier jeton portant le num�ero 1 et Y le rang
d'apparition du premier jeton blanc.

a) D�eterminer la plus grande valeur not�ee � (respectivement �) prise par
la variable al�eatoire X (respectivement Y ).

b) Calculer P ([X = �] \ [Y = �]).

c) Donner une condition n�ecessaire et su�sante portant sur m et n pour
que les variables al�eatoires X et Y soient ind�ependantes.

2. On e�ectue maintenant une succession de tirages avec remise dans cette
urne. On note encore X le rang d'apparition du premier jeton num�erot�e 1 et
Y celui du premier jeton blanc. Donner une condition n�ecessaire et su�sante
sur m et n pour que X et Y soient ind�ependantes.
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Soit (
;A; P ) un espace probabilis�e. On dit qu'une variable al�eatoire X
d�e�nie sur 
 suit une loi de Pascal de param�etres n et p si X(
) =
fn; n+ 1; : : : : : :g et si pour k > n,

P [X = k] = Cn�1
k�1 p

nqk�n, (0 < p < 1, q = 1� p et n 2 N� ).

Soient T1; T2; : : : ; Tn, n variables al�eatoires ind�ependantes suivant la même
loi g�eom�etrique de param�etre p.

Pour tout k 2 f1; 2; : : : ; ng on pose Sk = T1 + T2 + � � �+ Tk.

1. Montrer que si Sn�1 suit la loi de Pascal de param�etres n� 1 et p, Sn suit
la loi de Pascal de param�etres n et p. Conclure.

2. D�eterminer P [Tn = 1] et pour tout s > n, P [Tn = 1=Sn = s], (n > 2).

3. En d�eduire que pour tout n > 2 et tout q 2 ]0; 1[,

+1X
s=n

Cn�2
s�2 q

s�n =
1

pn�1
,

puis que pour tout n 2 N et tout q 2 ]0; 1[,

+1X
s=n

Cn

s q
s�n =

1

(1� q)n+1
.

4. On suppose p inconnu. Montrer que Pn =
n� 1

Sn � 1
est un estimateur sans

biais de p.

5. En utilisant la question 3, calculer l'esp�erance de la variable
(n� 1)2

(Sn � 1)(Sn � 2)
,

(avec n > 3).

En d�eduire que lim
n!1

V (Pn) = 0, o�u V (Pn) d�esigne la variance de Pn.
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Soit (
;A; P ) un espace probabilis�e et soitX une variable al�eatoire d�e�nie sur

 �a valeurs dans N. Pour k 2 N, on note pk = P (X = k) et Qk = P (X > k).

1. Montrer que la s�erie �(x) =

1X
k=0

pk:x
k converge pour tout x 2 [�1; 1] et

que la s�erie 	(x) =

1X
k=0

Qk:x
k converge pour tout x 2 ]�1; 1[.

2. Que vaut Qk�1 � Qk ? Pour tout n 2 N, calculer (1 � x)

nX
k=0

Qk x
k. En

d�eduire que :

(8 x 2 ]�1; 1[) 	(x) =
1��(x)

1� x
A quelle condition peut-on prolonger par continuit�e la fonction 	 en 1 ?

3. On suppose que X admet une esp�erance et on admet que l'on peut d�eriver
terme �a terme la s�erie de somme �(x) pour tout x 2 [�1; 1], c'est-�a-dire que
pour tout x 2 [�1; 1] :

�0(x) =

+1X
k=1

kpk:x
k�1

Montrer qu'alors : E(X) = �0(1) = 	(1).

4. On e�ectue des lancers successifs et ind�ependants d'une pi�ece donnant pile
(P ) avec la probabilit�e p 2 ]0; 1[ et face (F ) avec la probabilit�e q = 1� p.
Soit T la variable al�eatoire �egale au nombre de lancers n�ecessaires pour
obtenir pour la premi�ere fois pile suivi imm�ediatement de face (T = k si
et seulement si on obtient pile au (k � 1)-i�eme lancer, face au k-i�eme lancer
et que l'on n'a jamais obtenu PF lors des lancers pr�ec�edents).

On pose pk = P (T = k). Calculer pk pour k � 4.
Montrer que l'on a :

(8 k � 2) pk+1 = p:qk�1 + p:pk

D�eterminer la fonction � associ�ee �a la variable T et en d�eduire l'esp�erance
de T .
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Soit (
;A; P ) un espace probabilis�e. On consid�ere :
� une variable al�eatoire N d�e�nie sur (
;A; P ) qui suit une loi de Poisson
de param�etre � > 0.
� deux variables al�eatoires A et B ind�ependantes, d�e�nies sur (
;A; P ),
telles que pour tout n 2 N, les lois conditionn�ees Aj(N = n) et Bj(N = n)
sont des lois binomiales de param�etres (n+ 1; p).

Pour tout ! 2 
, on consid�ere le polynôme P! d�e�ni par :

P!(X) = A(!)XN(!)+1 �B(!)XN(!) + 1

1. Quelle est la loi du coe�cient A ?

2. Quelle est la loi du degr�e de P! ? (on distinguera le cas o�u P! est le
polynôme identiquement nul, pour lequel on pose alors que le degr�e est �1,
et le cas o�u P! est de degr�e 0).

3. Quelle est la probabilit�e que 1 soit racine au moins double de P!(X) ?
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On consid�ere une variable al�eatoire �a densit�e X d�e�nie sur un espace
probabilis�e (
;A; P ). Soit f une densit�e de X et F sa fonction de r�epartition.

On suppose qu'il existe un r�eel a tel que f soit identiquement nulle sur
l'intervalle ] �1; a[ et continue sur [a;+1[. On suppose �egalement que X
admet une esp�erance not�ee E(X).

1. Montrer que, lorsque x tend vers +1,

Z +1

x

f(t) dt est n�egligeable devant

1
x
.

2. En e�ectuant une int�egration par parties, montrer que l'int�egraleZ +1

a

�Z +1

x

f(t)dt

�
dx

converge, et vaut E(X)� a.

3. Le r�esultat de la question pr�ec�edente subsiste-t-il si on suppose seulement
f continue sur ]a;+1[ ?

4. Soient deux r�eels b et � tels que b > 0 et � > 0.

Montrer que l'int�egrale

Z +1

0

�Z +1

x

e�
t

b t��1dt

�
dx converge et calculer sa

valeur.

5.a) Soit f la fonction d�e�nie sur R par :

f : x 7!
�
�:e�x

2

si x � 0
0 si x < 0

D�eterminer � pour que f repr�esente la densit�e d'une variable al�eatoire.

b) Montrer que l'int�egrale

Z +1

0

�Z +1

x

e�t
2

dt

�
dx converge et calculer sa

valeur.
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On consid�ere deux variables al�eatoires �a densit�e X et Y , ind�ependantes,
d�e�nies sur le même espace probabilis�e ; X suit une loi exponentielle de
param�etre a, Y suit une loi exponentielle de param�etre b, o�u a et b sont
deux nombres r�eels strictement positifs donn�es.

On d�e�nit les variables al�eatoires : T = min(X;Y ); U = max(X;Y ); Z =
U � T .

(N.B : dans chacune des questions, on pr̂etera attention au cas o�u a = b).

1. D�eterminer une densit�e de la variable al�eatoire D d�e�nie par D = X � Y .

2. Exprimer Z en fonction de X et de Y , et d�eterminer une densit�e de Z.

3. Calculer l'esp�erance et la variance de Z.

4. Pour n entier positif, exprimer le moment d'ordre n de Z :
a) en fonction des moments d'ordre n de X et de Y ,
b) en fonction de n; a; b.
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Le plan est rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e (O;~{;~| ).

Lors d'une �epreuve de tir �a l'arc, un concurrent dispose de n �eches, n � 1
�x�e ; son objectif est d'envoyer chacune de ses n �eches le plus pr�es possible
du point O.
Pour chaque �eche d�ecoch�ee fi; 1 � i � n, on suppose que l'abscisse Xi

et l'ordonn�ee Yi du point d'impact de fi, sont deux variables al�eatoires
ind�ependantes, toutes deux de loi normale d'esp�erance nulle et d'�ecart-type
� (exprim�e dans l'unit�e commune du rep�ere), � �etant un param�etre r�eel
inconnu.

1. On note Di la distance al�eatoire du point d'impact de la �eche fi �a O.
D�eterminer une densit�e de Di (on pourra reconnâ�tre les variables al�eatoires
X2
i

�2
et

Y 2
i

�2
).

2. Calculer l'esp�erance et la variance de Di ; en d�eduire une fonction simplefDi de Di telle que E(fDi) = � (E d�esignant l'op�erateur esp�erance).

3. On suppose que les variables al�eatoires (Di)1�i�n sont mutuellement
ind�ependantes. On s'int�eresse �a la distance al�eatoire D de la meilleure �eche

d�ecoch�ee par l'archer { au sens de la plus proche de O { parmi les n.

a) Exprimer D en fonction des variables al�eatoires Di, 1 � i � n.

b) D�eterminer la loi de D (on pr�ecisera la fonction de r�epartition et une
densit�e).

c) Calculer l'esp�erance et la variance de D ; en d�eduire un estimateur sans
biais D0 de �, fonction simple de D ; est-il convergent ? (justi�er le bien-fond�e
de ce dernier r�esultat).

d) Proposer un estimateur de � de meilleure qualit�e que celui pr�ec�edem-
ment rencontr�e.
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L'engouement du public pour un jeu de foire, permettant de gagner des lots
divers et vari�es, est tel qu'il est n�ecessaire d'en pr�es�electionner les candidats.
On organise donc une suite d'�epreuves de s�election, chaque �epreuve r�eunissant
n candidats, n � 1 �etant �x�e, toutes bas�ees sur le même principe.
A chaque �epreuve :
� un nombre r�eel myst�ere a est d�etermin�e au hasard par la fonction

Random d'un calculateur �electronique (a est donc la r�ealisation d'une
variable al�eatoire de densit�e uniforme sur l'intervalle[0; 1], et a est susceptible

de changer d'une �epreuve �a l'autre, mais est une constante pour une �epreuve
donn�ee).
� chacun des n candidats est alors invit�e �a proposer son �evaluation de a, en

inscrivant, en secret et ind�ependamment des autres, sa r�eponse sur papier.
� sera alors s�electionn�e pour le jeu celui des n candidats dont la r�eponse

sera la plus proche de a (par valeur sup�erieure ou inf�erieure).

On fait les hypoth�eses suivantes :
� la r�eponse du candidat i, pour 1 � i � n, est une variable al�eatoire, not�ee

Xi, �a densit�e, de loi uniforme sur [0; 1].
� les variables al�eatoiresX1; X2; : : : ; Xn sont mutuellement ind�ependantes.

On admet que chaque �epreuve de s�election ne fournit qu'un seul gagnant.

On s'int�eresse �a la variable al�eatoireZa, mesurant l'erreur al�eatoire d'�evaluation
de a par le gagnant d'une �epreuve de s�election.

1. Exprimer Za en fonction des variables al�eatoires Xi; (1 � i � n) et de a.
Pr�eciser Za(
).

2. Le calculateur fournit la valeur a = 1.
a) D�eterminer la fonction de r�epartition de Z1 ; en d�eduire une densit�e de

Z1.
b) Calculer l'esp�erance et la variance de Z1.

3. On revient au cas g�en�eral o�u a est une valeur quelconque de l'intervalle
[0; 1] .
a) D�eterminer la fonction de r�epartition de Za (on distinguera deux cas en

comparant a �a 1=2).
b) En d�eduire une densit�e de Za.

4. En plus d'être l'heureux �elu, le candidat s�electionn�e gagne, en cadeau de
bienvenue, la somme 1�Za, exprim�ee en milliers d'Euros. Calculer l'esp�erance
de gain, �a l'issue de cette phase de s�election, du vainqueur d'une �epreuve.
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Pour p entier naturel non nul, on consid�ere p+1 urnes not�ees U0; U1; : : : ; Up.
Dans chaque urne il y a p boules indiscernables au toucher ; pour tout
i 2 [[0; p]], l'urne num�ero i, contient i boules blanches, les autres boules �etant
noires.

On choisit une urne au hasard et dans l'urne choisie, on e�ectue n tirages
avec remise d'une boule (n 2 N

� ). On note Np la variable al�eatoire �egale au
nombre de boules blanches ainsi obtenues.

1. Exprimer la loi de Np.

2. D�eterminer l'esp�erance E(Np) de Np.

3. L'entier n �etant �x�e, montrer que, pour tout entier k de [[0; n]] :

lim
p!1

P (Np = k) = Ck
n

Z 1

0

xk(1� x)n�k dx,

En d�eduire la valeur de cette limite.
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Un rat de laboratoire est soumis �a l'exp�erience suivante : il est enferm�e dans
une cage comportant quatre portes derri�ere chacune desquelles se trouve un
beau morceau de gruy�ere. Trois des quatre portes sont munies d'un dispositif
envoyant �a l'animal une d�echarge �electrique s'il essaie de les franchir. La
quatri�eme laisse le passage libre.

Soit X la variable al�eatoire �egale au nombre d'essais e�ectu�es par le rat
jusqu'�a ce qu'il trouve la bonne porte.

D�eterminer la loi de X , son esp�erance et sa variance dans chacun des cas
suivants :

1) Le rat n'a aucune m�emoire : il recommence ses tentatives sans tenir compte
des �echecs pass�es.

2) Le rat a une m�emoire imm�ediate : il ne tient compte que de l'�echec qui
pr�ec�ede imm�ediatement sa nouvelle tentative.

3) Le rat a une bonne m�emoire : il �elimine les portes o�u il a �echou�e.
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Soit n un entier naturel non nul. Tous les tableaux envisag�es (type tab) sont
des permutations de [[1; n]].
On consid�ere la fonction T d�e�nie en Turbo-Pascal par :

Function T (a : tab) : integer ;
var i : integer ;
begin
i := 1 ;
while ( a[i] <> i ) and ( i < n+1 ) do
i := i+1 ;
T := i

end ;

1. Expliquer ce qu'est la fonction T .

On consid�ere cette fonction comme une variable al�eatoire sur l'univers Sn des
permutations de [[1; n]] muni de l'�equiprobabilit�e.

2. Soit r 2 [[1; n]]. Montrer que P (T 6 r) =
rP

k=1

(�1)k�1Ck
r

(n� k)!
n!

.

En d�eduire la valeur de P (T = n+ 1).

3. a) Exprimer E(T ) en fonction de n et des nombres P (T 6 r), avec
2 6 r 6 n.

b) �Etablir, pour k 6 n, la relation :
nP

r=k

Ck
r = Ck+1

n+1.

c) En d�eduire que : E(T ) = (n+ 1)
nP

k=0

(�1)k
(k + 1)!

.

d) Donner un �equivalent simple de E(T ), lorsque n tend vers l'in�ni.
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Soit (Xn)n>1 une suite de variables al�eatoires d�e�nies sur le même espace
probabilis�e, ind�ependantes et suivant la même loi exponentielle de param�etre

1. On pose, pour n > 1, Yn =
nP

k=1

Xk .

1. Rappeler l'expression d'une densit�e fn de Yn, ainsi que l'esp�erance et la
variance de Yn.

2. On note Y �n la variable al�eatoire centr�ee r�eduite associ�ee �a Yn.

a) D�eterminer une densit�e 'n de Y �
n
.

b) Montrer que : 8x 2 R; lim
n!1

'n(x) =
1p
2�

e�
x
2

2 .

(On admettra la formule de Stirling : n! �
(n!1)

nne�n
p
2�n).

c) Montrer que : 8x 2 R; lim
n!1

Z
x

�1

'n(t) dt =

Z
x

�1

1p
2�

e�
t
2

2 dt.

31



Soit T une variable al�eatoire suivant la loi normale centr�ee r�eduite et a un
nombre r�eel strictement positif. On pose X = jT j + a, o�u jT j est la valeur
absolue de T .

1. D�eterminer la fonction de r�epartition F de X , en fonction de celle � de T .

2. En d�eduire une densit�e fa de X .

3. Montrer que X admet des moments de tous ordres. Donner les valeurs de
l'esp�erance et de la variance de X .
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Soit n un entier naturel, sup�erieur ou �egal �a 2. Si (x1; x2; : : : ; xn) est un
n-uplet de r�eels, on appelle r�earrangement de (x1; x2; : : : ; xn) le n-uplet
(cx1;cx2; : : : ;cxn) tel que :
? cx1 �cx2 � : : : � cxn ;
? il existe une permutation � de f1; 2; : : : ; ng telle que pour tout i; bxi =

x�(i).

On notera (cx1;cx2; : : : ;cxn) = R(x1; x2; : : : ; xn).

Soit n variables al�eatoires X1; X2; : : : ; Xn d�e�nies sur un espace probabilis�e
(
;A; P ) �a valeurs r�eelles, ind�ependantes et de même loi.
On s'int�eresse aux n variables al�eatoires rang�ees

(cX1; cX2; : : : ; cXn) = R(X1; X2; : : : ; Xn)
d�e�nies pour tout ! 2 
, par :�cX1(!); cX2(!); : : : ; cXn(!)

�
= R

�
X1(!); X2(!); : : : ; Xn(!)

�
1. Soit r 2 f1; 2; : : : ; ng et x 2 R �x�es.

a) Exprimer l'�ev�enement (cXr � x) en fonction des �ev�enements (cXi � x)
ou de leurs compl�ementaires, i d�ecrivant [[1; n]].

b) En d�eduire l'expression de la fonction de r�epartition Fr de cXr en fonction
de la fonction de r�epartition F des variables al�eatoires Xi.

2. On suppose que F admet une d�eriv�ee continue f . Montrer qu'une densit�e
de cXr est donn�ee par :

fr(x) = nCr�1
n�1

�
F (x)

�r�1�
1� F (x)

�n�r
f(x)

3. On suppose que la loi commune des variables al�eatoires Xi est la loi
uniforme sur [0; 1]. Dans le cas o�u n = 2p + 1, calculer une densit�e de la

variable al�eatoire m�ediane bXp+1 et son esp�erance.
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Soient X et Y deux variables al�eatoires �a densit�e, ind�ependantes, de densit�es
respectives f et g nulles hors de l'intervalle [0; 1].

1. a) D�eterminer une densit�e de 1� Y .

b) D�eterminer une densit�e de lnX .

c) Montrer qu'une densit�e de Z = X(1� Y ) est nulle hors de [0; 1] et est
d�e�nie sur l'intervalle ]0; 1[ par :

x 7!
Z 1

x

f
�x
t

�
g(1� t)

dt

t

(on pourra commencer par d�eterminer une densit�e de lnZ = lnX+ln(1�Y )).

2. Soient (Xn)n�1 une suite de variables al�eatoires d�e�nies sur un espace
probabilis�e (
;A; P ), ind�ependantes, de même loi �a valeurs dans [0; 1].

A tout ! 2 
, on associe l'intervalle

�
n+1Q
i=1

Xi(!);
nQ
i=1

Xi(!)

�
de longueur

Ln(!).

Montrer que pour tout n � 1; Ln = X1:Yn, o�u Yn est une variable al�eatoire
de même loi que Ln�1 et ind�ependante de X1.

3. On suppose que les variables (Xn) suivent la loi uniforme sur [0; 1].
D�eterminer la loi de Ln ainsi que son esp�erance.
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Soient (Xn)n�1 une suite de variables al�eatoires r�eelles positives ou nulles,
d�e�nies sur un espace probabilis�e (
;A; P ), ind�ependantes et de même loi.
On lui associe la suite (Sn) de variables al�eatoires d�e�nie par :

S0 = 0; 8n > 1; Sn =

nX
k=1

Xk

Pour tout n � 0, on note Fn la fonction de r�epartition de la variable al�eatoire
Sn.

1. Montrer que pour tout a � 0, la suite
�
Fn(a)

�
n�0

est d�ecroissante.

2. On d�e�nit, pour tout a � 0, une variable al�eatoire Na sur (
;A; P ) par :

pour tout ! 2 
,Na(!) =

�
card(fn j Sn(!) 2 [0; a]g) si ce cardinal est �ni

�1 sinon

Montrer que pour tout n � 1 : P (Na = n) = Fn�1(a)� Fn(a).

En d�eduire que P (Na = �1) = 0 si et seulement si lim
n!1

Fn(a) = 0.

3. Soit (an)n�0 une suite d�ecroissante de r�eels, avec a0 = 1.

a) Montrer que si la s�erie
P

n:an est convergente, il en est de même des
s�eries

P
an et

P
n(an�1 � an) et que l'on a alors :

1X
n=1

n(an�1 � an) =

1X
n=0

an

b) On suppose que la s�erie
P

n:Fn(a) est convergente.

Montrer que P (Na = �1) = 0.

Montrer que l'esp�erance E(Na) existe et vaut

1X
n=0

Fn(a).
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Soit (Xn)n�1 une suite de variables al�eatoires discr�etes d�e�nies sur un espace
probabilis�e (
;A; P ), ind�ependantes et de même loi �a valeurs dans R+ . On
lui associe la suite (Sn) de variables al�eatoires d�e�nie par :

S0 = 0; et 8 n � 1; Sn =

nX
k=1

Xk

1. On note Yn = e�Sn et q = E(e�X1), o�u E(T ) d�esigne l'esp�erance de la
variable al�eatoire T .

a) V�eri�er que f! 2 
 j Sn(!) � tg = f! 2 
 j Yn(!) � e�tg
b) En �ecrivant la d�e�nition de E(Yn), montrer que, pour tout t � 0 :

P (Sn � t) � et:qn

On suppose d�esormais que q < 1.

2. a) Soit ! 2 
. Montrer que la suite
�
Sn(!)

�
n2N

est convergente si et

seulement si il existe un entier k tel que pour tout entier n, Sn(!) < k. En
d�eduire que :

f! 2 
 j lim
n!1

Sn(!) existe g =
[
k2N

h \
n2N

f! 2 
 j Sn(!) � kg
i

b) Montrer que pour tout t � 0 :

P
� \
n2N

f! 2 
 j Sn(!) � tg
�
= 0

c) En d�eduire la probabilit�e P
�
f! 2 
 j lim

n!1
Sn(!) existe g

�
.

3. Soit ! 2 
 tel que lim
n!1

Sn(!) = 1. Soit t 2 R
+ . On d�e�nit �t(!) par la

condition :

S�t(!)�1(!) � t < S�t(!)(!); avec la convention : S�1(!) = 0

a) Soit Fn la fonction de r�epartition de Sn. Montrer que pour tout t � 0,
la s�erie

P
Fn(t) est convergente.

b) Montrer que �t est une variable al�eatoire discr�ete et que :

E(�t) =

1X
k=0

Fk(t)
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